Erros e dificuldades no processo de ensinar e aprender a resolver sistemas de duas equações do 1º grau no 8º ano by Silva, Sónia Andreia Oliveira da
Outubro de 2012 
Sónia Andreia Oliveira da Silva 
U
M
in
h
o
|
2
0
1
2
 S
ó
n
ia
 A
n
d
re
ia
 O
li
ve
ir
a
 d
a
 S
il
va
 
Universidade do Minho
Instituto de Educação 
E
r
r
o
s
 e
 d
if
ic
u
ld
a
d
e
s
 n
o
 p
r
o
c
e
s
s
o
 d
e
 e
n
s
in
a
r
 e
 a
p
r
e
n
d
e
r
 a
 r
e
s
o
lv
e
r
 s
is
te
m
a
s
 d
e
 d
u
a
s
 e
q
u
a
ç
õ
e
s
 d
o
 1
º
 g
r
a
u
 n
o
 8
º
 a
n
o
 
Erros e dificuldades no processo de ensinar 
e aprender a resolver sistemas de duas 
equações do 1º grau no 8º ano 
Relatório de Estágio 
Mestrado em Ensino de Matemática no 3.º Ciclo do 
Ensino Básico e no Ensino Secundário 
Trabalho realizado sob a orientação do
Doutor José António Fernandes 
Universidade do Minho
Instituto de Educação 
Outubro de 2012 
Sónia Andreia Oliveira da Silva 
Erros e dificuldades no processo de ensinar 
e aprender a resolver sistemas de duas 
equações do 1º grau no 8º ano 
ii 
DECLARAÇÃO 
Nome: Sónia Andreia Oliveira da Silva 
Endereço eletrónico: soniaaos@hotmail.com 
Telefone: 916049360 
Número do Bilhete de Identidade: 13575974 
 
Título do Relatório: 
Erros e dificuldades no processo de ensinar e aprender a resolver sistemas de duas equações do 
1º grau no 8º ano 
 
Supervisor: 
Doutor José António Fernandes 
 
Ano de conclusão: 2012 
 
Mestrado em Ensino de Matemática no 3º Ciclo do Ensino Básico e no Ensino Secundário. 
 
 
É AUTORIZADA A REPRODUÇÃO INTEGRAL DESTE RELATÓRIO APENAS PARA EFEITOS DE 
INVESTIGAÇÃO, MEDIANTE DECLARAÇÃO ESCRITA DO INTERESSADO, QUE A TAL SE 
COMPROMETE. 
 
 
Universidade do Minho, 31 de outubro de 2012 
 
 
 
iii 
AGRADECIMENTOS 
Ao meu supervisor, Doutor José António Fernandes pela sua disponibilidade, pelos 
comentários, sugestões e críticas pertinentes, que se tornaram fundamentais para o 
desenvolvimento deste estudo. 
Ao meu orientador, Mestre Paulo Ferreira Correia, pelo interesse, pela partilha de ideias e 
sugestões ao longo de toda a experiência de ensino. 
Aos meus amigos e companheiros de estágio, Marcelo Silva e Marta Teixeira, pelas 
críticas, pela partilha e debate de ideias e por todo o apoio, cooperação e compreensão 
demonstrado ao longo desta experiência de ensino. 
Aos alunos, pela forma como se empenharam e colaboraram ao longo da intervenção de 
ensino e de todo o estágio. 
À Escola, pela cooperação e disponibilidade demonstrada ao longo de todo o estágio. 
À Antonieta Gonçalves e à Sarah Oliveira pela tradução de textos escritos em inglês e pela 
tradução do resumo. 
Aos meus pais, aos meus irmãos e à minha cunhada pelo carinho, apoio, incentivo e pela 
paciência manifestada ao longo de todo o ano de estágio e da realização deste relatório. 
Aos meus queridos afilhados, Rodrigo e Luana, pelo carinho e compreensão pelo tempo 
que não lhes dediquei para poder realizar este relatório. 
A todos os meus amigos que de alguma forma contribuíram para a realização desta 
experiência. 
Obrigada!
v 
ERROS E DIFICULDADES NO PROCESSO DE ENSINAR E APRENDER A RESOLVER SISTEMAS DE 
DUAS EQUAÇÕES DO 1º GRAU NO 8º ANO 
Sónia Andreia Oliveira da Silva 
Mestrado em Ensino de Matemática no 3º Ciclo do Ensino Básico e no Ensino Secundário 
Universidade do Minho, 2012 
RESUMO 
O presente estudo centra-se na análise das estratégias usadas pelos alunos na resolução 
de tarefas que envolvem sistemas de duas equações do 1º grau com duas incógnitas e na 
identificação e compreensão dos erros e dificuldades sentidas pelos alunos na sua resolução. 
Este estudo desenvolveu-se em torno de três objetivos: 1) Analisar as estratégias utilizadas 
pelos alunos na resolução de sistemas de equações do 1º grau com duas incógnitas; 2) 
Identificar e descrever as dificuldades e os erros dos alunos nos processos de resolução das 
tarefas propostas; 3) Descrever a forma como os alunos ultrapassam as dificuldades e erros 
identificados. 
Esta intervenção de ensino realizou-se numa turma do 8º ano, constituída por 20 alunos, 
pertencente a uma Escola do concelho de Barcelos, distrito de Braga. 
No sentido de proporcionar uma aprendizagem mais significativa em Álgebra, e 
consequentemente no tópico abordado, procurou-se enriquecer a prática pedagógica com tarefas 
que fornecessem oportunidades para que os alunos vinculassem o seu conhecimento a novas 
informações e à construção de novo conhecimento. Além desta metodologia de ensino e 
aprendizagem, valorizou-se, ainda, o trabalho de grupo, as discussões no grupo-turma e o 
recurso à tecnologia, mais concretamente ao GeoGebra. Como estratégias de investigação e 
avaliação da ação recorreu-se à observação e análise das aulas, que foram gravadas, e à análise 
das resoluções das tarefas realizadas pelos alunos durante a intervenção, bem como da ficha de 
avaliação por partes, com o intuito de recolher informação necessária para dar resposta aos 
objetivos estabelecidos. 
Finalmente, em termos de resultados obtidos, verificou-se que a maioria dos alunos 
recorreu à estratégia Algébrica para a resolução dos problemas propostos, tendo sido a 
estratégia Algébrica/Aritmética a menos utilizada pelos alunos ao longo da intervenção. 
Relativamente aos erros/dificuldades identificados, verificou-se que o erro de eliminação do sinal 
menos antes de frações foi o que apareceu mais vezes, seguido dos erros de transposição e 
desembaraçar de denominadores. 
As metodologias atrás mencionadas, de um modo geral, contribuíram para que alguns dos 
erros e dificuldades identificadas fossem ultrapassadas ou, pelo menos, que não ocorressem 
com tanta frequência. 
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ERRORS AND DIFFICULTIES IN THE PROCESS OF TEACHING AND LEARNING TO SOLVE 
SYSTEMS OF TWO FIRST DEGREE EQUATIONS IN 8TH GRADE 
Sónia Andreia Oliveira da Silva 
Master in Teaching Mathematics to the 3rd Cycle of Basic Education and to the Secondary 
Education 
University of Minho, 2012 
ABSTRACT 
The present study focuses on the analysis of strategies utilized by the students in the 
resolution of tasks that involve systems of two first degree equations with two unknowns, and in 
the identification and comprehension of the errors and difficulties in the resolution felt by 
students. 
This study was developed around three objectives: 1) Analyze the strategies utilized by the 
students in the resolution of systems of two first degree equations with two unknowns; 2) Identify 
and describe the difficulties and errors of students in the resolution processes of the tasks 
proposed; 3) Describe the way students surpass the difficulties and errors identified. 
This teaching intervention took place in an eighth grade class, consisting of 20 students 
and pertaining to a School of the County of Barcelos, district of Braga. 
In the sense of proportioning a more significant learning ability in Algebra, and 
consequently on the addressed topic, it was sought to enrich the pedagogical practice with tasks 
that provide opportunities in which students can bind their knowledge to new information and to 
the construction of new knowledge. Besides this methodology of teaching and learning, value was 
given to group work, group-class discussion and to the resource to technology, namely GeoGebra. 
As strategies of investigation and evaluation of action, the observation and analysis of classes, 
that were recorded, the analysis of task resolutions performed by students during the 
intervention, as well as the analysis of the test by parts were utilized, with the intuition of 
retracting information necessary to answer the established objectives. 
Finally, regarding the obtained results, it was verified that the majority of the students 
relied on the Algebraic strategy for the resolution of the proposed problems, being the 
Algebraic/Arithmetic strategy the least utilized by students throughout the intervention. As for the 
errors/difficulties identified, it was verified that the elimination error minus sign before fractions 
appeared the most times, followed by transposing and rid of denominator and errors. 
The methodologies mentioned contributed so that some of the errors and difficulties 
identified were overpassed or, at least, less frequent. 
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CAPÍTULO I 
INTRODUÇÃO 
Neste capítulo apresenta-se o tema em estudo, as suas finalidades e objetivos, bem como 
a sua pertinência no âmbito da Educação Matemática. Por último, faz-se uma breve descrição da 
estrutura do relatório. 
1.1. Tema, finalidades e objetivos 
Este Projeto de Intervenção Pedagógica Supervisionada foca-se no ensino e na 
aprendizagem da resolução de sistemas de duas equações do 1º grau com duas incógnitas, no 
8º ano de escolaridade, enfatizando as estratégias utilizadas pelos alunos no processo de 
resolução, as suas dificuldades e erros e a forma como ultrapassam essas dificuldades e erros. 
O tópico sistemas de duas equações do 1º grau com duas incógnitas é parte integrante da 
unidade Funções e Equações, do tema Álgebra, que é incluído de forma explícita no programa 
escolar de matemática do 2º e 3º ciclos do ensino básico. Este tema tem como propósito 
principal de ensino “desenvolver nos alunos a linguagem e o pensamento algébricos, bem como 
a capacidade de interpretar, representar e resolver problemas usando procedimentos algébricos 
e de utilizar esses conhecimentos e capacidades na exploração e modelação de situações em 
contextos diversos” (Ministério da Educação, 2007, p. 55). 
Atualmente, símbolos, equações, sistemas, entre outros, possuem um papel fulcral no 
currículo escolar da Álgebra. Além disso, o estudo de sistemas de equações do 1º grau, 
equações do 2º grau e inequações do 1º grau contribuem para que os alunos desenvolvam a 
sua “capacidade de utilizar a linguagem algébrica, o seu raciocínio matemático e a sua 
capacidade de resolver problemas” (Ponte, Branco & Matos, 2009, p. 148). Contudo, observam-
se muitas dificuldades por parte dos alunos no que diz respeito ao tópico sistemas de equações 
do 1º grau a duas incógnitas, constituindo, assim, um tópico que me suscitou interesse. 
As dificuldades dos alunos remetem para a tradução de situações dadas em linguagem 
natural para a linguagem algébrica (equações). Tal advém da falta de compreensão dos 
enunciados e também do estabelecimento incorreto de relações entre as duas linguagens. 
Consequentemente, a resolução de problemas, formulados em linguagem natural, deve ser 
incentivada nos alunos para que lhes seja possível desenvolver essa mesma capacidade. 
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Por outro lado, as dificuldades e erros mais comuns dos alunos surgem de erros relativos 
à resolução de equações do 1º grau a duas incógnitas, já lecionadas anteriormente. Deste modo, 
“conhecer e entender os erros dados pelos alunos é muito importante na medida em que 
permite ao professor fazer inferências acerca do pensamento dos alunos e, seguidamente, 
atuando em conformidade, ajudá-los a ultrapassar esses erros” (Soares, 2005, pp. 1-2). 
Neste contexto, este projeto teve como objetivos: 
1) Analisar as estratégias utilizadas pelos alunos na resolução de sistemas de equações 
do 1º grau com duas incógnitas; 
2) Identificar e descrever as dificuldades e os erros dos alunos nos processos de 
resolução das tarefas propostas; 
3) Descrever a forma como os alunos ultrapassam as dificuldades e erros identificados. 
1.2. Pertinência do tema 
A Álgebra é fundamental no ensino e na aprendizagem da matemática, pois o seu estudo 
tem como grande objetivo desenvolver o pensamento algébrico dos alunos. Este pensamento 
inclui a capacidade de manipulação de símbolos, de lidar com “expressões algébricas, 
equações, inequações, sistemas de equações, de inequações e funções” e a capacidade de lidar 
com “outras relações e estruturas matemáticas e usá-las na interpretação e resolução de 
problemas matemáticos ou de outros domínios” (Ponte, Branco & Matos, 2009, p. 10). 
Apesar de a Álgebra constituir um dos temas mais importantes no ensino da Matemática, 
é também um tema onde grande parte dos alunos revela bastantes erros e dificuldades. Estes 
erros e dificuldades sentidas pelos alunos dizem respeito essencialmente à compreensão do 
conceito de variável (Küchemann, 1981) e ao trabalho com expressões e equações (Kieran, 
1992). 
Segundo Soares (2005), “todo o processo de simplificação usado na resolução de 
equações é abstrato para os alunos” (p. 12). Os alunos demonstram dificuldades, por exemplo, 
em compreender que ao mudar um termo de membro temos de lhe mudar o sinal e a influência 
que um sinal de menos possui antes de um parêntesis ou de um traço de fração. Estes erros e 
dificuldades, quando não são devidamente ultrapassados aquando do estudo das equações, 
repercutem-se na aprendizagem de tópicos que envolvam estes conhecimentos, nomeadamente 
a resolução de sistemas de duas equações do 1° grau com duas incógnitas. 
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Deste modo, compreender as estratégias usadas pelos alunos, identificar os seus erros e 
dificuldades na resolução de sistemas de duas equações e desenvolver mecanismos que, de 
algum modo, revertam esta situação é pessoalmente aliciante e profissionalmente pertinente. 
Por outro lado, dotar os alunos de ferramentas que lhes permitam desenvolver a sua 
autonomia e espirito critico é da maior utilidade para a promoção de uma melhor aprendizagem 
dos alunos. Para tal, o professor pode recorrer ao uso das novas tecnologias, ao trabalho em 
grupo dos alunos e em grupo-turma, bem como às discussões resultantes da utilização dessas 
metodologias. 
Existem várias tecnologias que podem ser utilizadas no ensino e na aprendizagem da 
Álgebra. Estes recursos tecnológicos permitem explorar e clarificar a resolução de problemas, 
representando, por isso, grande valor para a aprendizagem da Álgebra. No entanto, por si só, 
eles não garantem a aprendizagem dos alunos, devendo ser utilizados sempre que se justifique 
(Ponte, Branco & Matos, 2009). 
Especificamente, é importante a interpretação geométrica na resolução de sistemas de 
equações, uma vez que o trabalho com sistemas pode conduzir facilmente à mecanização de 
procedimentos por parte dos alunos, sem compreenderem o que estão a fazer, “com que 
objetos estão a trabalhar, que questões se colocam relativamente a esses objetos e qual o 
fundamento das estratégias de resolução adotadas.” (Ponte, Branco & Matos, 2009, p. 148). 
Assim, a interpretação gráfica de um sistema de equações é importante para que os alunos 
compreendam a noção de sistema de equações, a natureza da respetiva solução e a partir daí 
possam escolher quais as estratégias de resolução a usar. 
1.3. Estrutura do relatório 
O presente relatório de estágio encontra-se organizado em quatro capítulos. No primeiro 
capítulo – Introdução – para além de se referir o que consta em cada capítulo do relatório, 
apresenta-se o tema do projeto, as suas finalidades e objetivos que lhes estão subjacentes e 
justifica-se a sua pertinência. 
No segundo capítulo – Enquadramento Contextual e Teórico – faz-se uma caraterização 
do contexto de intervenção, aborda-se o ensino e a aprendizagem da Álgebra, evidenciando a 
origem e a importância dos erros e das dificuldades sentidas pelos alunos e apresenta-se o plano 
geral de intervenção. 
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No terceiro capítulo – Intervenção – descreve-se o processo de intervenção de ensino, 
analisando as produções escritas dos alunos e as gravações audiovisuais efetuadas durante a 
mesma, procurando dar resposta aos objetivos do estudo em questão. 
Por último, no quarto capítulo – Conclusões, Implicações, Recomendações e Limitações – 
apresentam-se e discutem-se os principais resultados do estudo, organizados através dos 
objetivos do projeto, extraem-se algumas implicações do estudo para o ensino e a aprendizagem 
do tópico em questão, sugerem-se algumas recomendações didáticas e identificam-se algumas 
limitações do estudo. 
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CAPÍTULO II 
ENQUADRAMENTO CONTEXTUAL E TEÓRICO 
Neste capítulo descreve-se o contexto de intervenção, nomeadamente a escola e a turma 
onde se desenvolveu este estudo. De seguida, destaca-se e justifica-se, à luz do contexto e da 
literatura, o ensino e a aprendizagem da Álgebra, focando os erros e dificuldades normalmente 
cometidos pelos alunos na resolução de sistemas de equações e as estratégias adotadas pelos 
mesmos na sua resolução. Por último, apresenta-se o plano geral de intervenção, salientando as 
metodologias de ensino-aprendizagem e as estratégias de investigação e avaliação da ação. 
2.1. Contexto de intervenção 
Neste subcapítulo caracteriza-se a escola e a turma onde se desenvolveu a intervenção de 
ensino centrada nos erros/dificuldades dos alunos na resolução de sistemas de duas equações 
do 1º grau com duas incógnitas e nas estratégias usadas pelos alunos na sua resolução. 
2.1.1. Caraterização da Escola 
A escola onde se desenvolveu este estudo pertence ao concelho de Barcelos, distrito de 
Braga, e trata-se de uma escola secundária com terceiro ciclo. Esta escola é frequentada por 
alunos provenientes da sua zona urbana e de outras freguesias do concelho. Neste ano letivo, 
frequentavam a escola 1205 alunos, distribuídos por 15 turmas do ensino básico e 40 turmas 
do ensino secundário, existiam 127 professores, dos quais 92 pertenciam ao quadro e 35 eram 
contratados. 
A Escola funciona desde o ano de 1985 e aguarda a conclusão da sua requalificação dado 
ter sido integrada na segunda fase do programa Modernização do Parque Escolar do Ensino 
Secundário. Pela consulta efetuada ao relatório da Escola relativo à Avaliação Externa das 
Escolas, a escola em questão foi classificada com o nível “Bom” em todas as vertentes 
avaliadas. 
Esta escola possui alguns projetos em desenvolvimento, dentro dos quais se destacam, 
pelo meu conhecimento, o “Arboreto de Barcelos”, o “Espaço +” e o “Mat xyz”. 
O “Arboreto de Barcelos” tem por objetivo “criar áreas naturais que funcionem como 
espaços de educação ambiental e como laboratório vivo”. Assim, nas zonas exteriores da Escola 
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existem espaços verdes que estão organizados “segundo sistemas de diferenciação climática e 
ecológica com base em cinco polos distintos: Atlântico, Termo-Atlântico, Oro-Atlântico, 
Mediterrâneo e Ibério”1. Na minha opinião, este projeto é interessante do ponto de vista 
educacional, uma vez que é importante consciencializar os alunos para a preservação da 
natureza. 
Numa tentativa de envolver alunos e professores na resolução de dificuldades de 
aprendizagem e de promover o gosto por aprender foi desenvolvido o projeto “Espaço +”. Este 
projeto tem, assim, por objetivo atender às necessidades de aprendizagem de todos os alunos, 
com particular atenção aos do 3º ciclo. Deste modo, o “Espaço +” é um local onde os alunos 
podem estudar e onde se encontram professores disponíveis para esclarecer eventuais dúvidas, 
apoiando os alunos nas suas aprendizagens referentes às diferentes disciplinas. 
É de salientar que no presente ano letivo (2011/2012) foi implementado, pela primeira 
vez, um projeto educativo de reforço da aprendizagem Matemática, designado por “Mat xyz” em 
que o professor orientador foi o responsável pela sua criação e coordenação. Este projeto tem 
como objetivo “apoiar os alunos do 3º ciclo do ensino básico com dificuldades de aprendizagem 
na Matemática, designadamente, os alunos com nível negativo a esta disciplina” (Correia, 
2011). De modo a estabelecer um apoio pedagógico diferenciado e mais individualizado para 
estes alunos e de forma a atender às diferentes características destes, os alunos de cada ano de 
escolaridade foram distribuídos por um dos três grupos: Matx, Maty e Matz. Do grupo Matx 
fazem parte os “alunos interessados e empenhados mas que revelam muitas dificuldades de 
aprendizagem”. O grupo Maty é constituído por “alunos que embora revelam desinteresse e falta 
de empenho, o nível negativo resulta essencialmente da falta de estudo”. Por último, do grupo 
Matz fazem parte os “alunos desinteressados e com interesses divergentes com os da vida 
escolar, podendo revelar comportamentos pouco adequados para a sala de aula” (Correia, 
2011). 
Durante o ano letivo, eu e os meus colegas de estágio participámos neste projeto, dando 
apoio a um dos grupos do 8º ano e realizando algumas das fichas de trabalho propostas para 
estes alunos. Devo referir que este projeto é uma mais-valia para estes alunos, uma vez que lhes 
permite usufruir de apoio pedagógico acrescido à disciplina, atendendo às suas dificuldades de 
aprendizagem. 
                                               
 
1 Consultado em maio 22, 2012, em: http://www.esbarcelos.pt/_arboreto_de_barcelos_6 
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Relativamente ao trabalho desenvolvido entre os professores, constatei que pelo menos no 
que diz respeito à disciplina de Matemática existe cooperação entre os professores. Estes 
partilham fichas de trabalho, materiais, discutem estratégias de ensino, o que faz com que os 
professores possam estar constantemente a inovar e a diversificar em sala de aula. 
Em suma, considero que esta Escola é uma Escola inovadora e recetiva a novos projetos, 
tal como pudemos verificar pelos projetos que se encontram em desenvolvimento. 
2.1.2. Caraterização da turma 
Este projeto foi implementado numa turma do 8º ano de escolaridade, constituída por 20 
alunos ( 2021 ...,,, AAA ), 11 raparigas e 9 rapazes, em que a média de idades era de 13 anos e 
não havia alunos repetentes no 8º ano. É importante mencionar que fazia parte da turma um 
aluno com Necessidades Educativas Especiais (NEE). Através do Projeto Curricular da Turma 
verificamos que este aluno usufruiu de adequações curriculares, tal como sugere o decreto-lei 
3/2008, uma vez que apresentava dificuldades na assimilação, articulação e transferência de 
conhecimentos para novas situações. Pelos momentos de observação que realizei desde o início 
do ano letivo pude verificar estas mesmas dificuldades, bem como observar alguns 
constrangimentos entre este aluno e os restantes colegas da turma. Em consequência, durante a 
intervenção foram elaboradas fichas de trabalho adaptadas para este aluno, tendo em conta as 
suas limitações. O mesmo se verificou com a ficha de avaliação por partes. Já as tarefas de 
exploração que serviram para a introdução dos conteúdos foram iguais às dos restantes colegas, 
sendo que por este motivo que no capítulo III (Intervenção) o aluno em questão é contabilizado 
em algumas tarefas e noutras não. 
Através da caraterização da turma feita pelo diretor de turma, pudemos constatar que 
todos os alunos possuem computador em casa com acesso à Internet e como ocupação dos 
tempos livres, 19 alunos referiram que usavam o computador e 18 viam televisão. 
É de salientar que 14 alunos referiram a disciplina de Matemática como sendo a sua 
disciplina preferida e apenas 1 a indicou como sendo a disciplina em que sentia mais 
dificuldades. Dos 20 alunos da turma, 12 pretendem ingressar no ensino superior, 1 pensa 
concluir apenas o 9º ano de escolaridade e os restantes 7 alunos pretendem terminar o 12º ano. 
No que diz respeito ao teste diagnóstico, realizado no início do ano letivo, concluímos que 
os alunos apresentaram dificuldades em alguns tópicos, nomeadamente na resolução da 
equação proposta, em que se obtiveram pontuações muito baixas, concretamente uma média de 
0,84 (num máximo de 2). O erro mais frequentemente observado na resolução da equação 
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estava relacionado com o desembaraçar de parêntesis. De uma maneira geral, os alunos 
revelaram também dificuldades ao nível da resolução de problemas. 
Através da observação das aulas do professor orientador, da interação com os alunos e 
das conversas com o professor orientador e com os meus colegas de estágio foi-me possível 
fazer uma melhor análise da turma. De uma maneira geral, os alunos tiveram uma participação 
ativa nas aulas, mostrando-se motivados e empenhados na resolução das tarefas propostas e 
mostrando-se recetivos aos materiais didáticos e tecnológicos usados. É de notar que existiam 
cinco alunos candidatos a eventuais prémios de mérito e excelência e outros dois alunos 
revelaram falta de hábitos e métodos de trabalho/estudo, demonstrando pouco interesse pela 
aprendizagem. 
No entanto, de um modo geral, observando a tabela 1, pode concluir-se que, ao longo do 
ano letivo, o desempenho dos alunos nas aulas de Matemática foi sempre positivo, verificando-se 
uma média muito próxima do nível 4 no final do ano. 
Tabela 1 – Desempenho dos alunos ao longo do ano letivo 
1º Período 2º Período 3º Período 
x  s  x  s  x  s  
3,47 0,83 3,53 0,92 3,95 0,94 
Nota: x representa a média e s o desvio padrão das classificações obtidas pelos alunos. 
 
É de salientar que em termos de classificações apenas uma aluna obteve nível 2 no final 
do ano letivo e 7 alunos obtiveram nível 5. 
2.2. O ensino e a aprendizagem da Álgebra 
A Álgebra, nos dias de hoje, possui muitas aplicações, mostrando-se muito útil como 
estratégia de resolução de problemas. Apesar disso, tal como se verifica noutros campos da 
Matemática, a sua aprendizagem apresenta dificuldades (Gil, 2008). Segundo a perspetiva de 
Ponte, Branco e Matos (2008), “o raciocínio em Álgebra requer a compreensão da linguagem 
algébrica, sendo por isso de grande importância compreender a natureza e origem das 
dificuldades dos alunos” (p. 89). 
Neste subcapítulo apresentam-se os erros e as dificuldades mais comuns dos alunos na 
resolução de sistemas de duas equações do 1º grau com duas incógnitas, referindo as origens e 
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a importância desses erros/dificuldades e, ainda, se evidenciam as estratégias usualmente 
utilizadas pelos alunos na sua resolução. 
2.2.1. Erros e dificuldades dos alunos em Álgebra 
Nesta secção são referidas a importância e a origem dos erros cometidos e das 
dificuldades sentidas pelos alunos aquando do estudo da Álgebra e, consequentemente, na 
aprendizagem do tópico sistema de duas equações do 1º grau com duas incógnitas, bem como 
o tipo de erros/dificuldades que podem surgir na sua resolução. 
Importância e origem dos erros e dificuldades dos alunos 
Toda a aprendizagem é necessariamente acompanhada de dificuldades e erros, sendo 
estes observados nas respostas apresentadas pelos alunos às questões colocadas pelos 
professores. Segundo Soares (2005, p. 25) “os erros são recursos valiosos uma vez que 
evidenciam características comuns da compreensão de determinados conceitos. Como tal, 
devem ser identificados pelo professor, pois é através deles que se podem fazer inferências 
sobre a forma como os alunos aprendem”. 
Booth (1998) sublinha a importância da compreensão das dificuldades dos alunos e a sua 
origem por parte do professor, uma vez que é através desta compreensão que o professor pode 
propor tarefas capazes de promover aprendizagens mais significativas e minorar as dificuldades 
dos alunos. De facto, “a compreensão dos erros cometidos pelos alunos, em alguns tópicos, e 
as justificações que apresentam podem fornecer pistas para novas abordagens no ensino desses 
mesmos tópicos”, sendo importante salientar que “o erro é concetualizado como um fenómeno 
inerente à aprendizagem” (Vale, 2010, p. 1). 
Apesar dos erros permitirem ao professor compreender o pensamento dos alunos, estes 
também podem fornecer dados importantes aos alunos sobre a evolução da sua aprendizagem. 
Deste modo, a análise dos erros torna-se útil ao poder contribuir para a aprendizagem do aluno 
na medida em que o professor o incentive a analisar a sua própria produção. Assim, “o aluno 
terá a oportunidade de identificar e compreender os seus erros, podendo assim geri-los, isto é, 
desenvolver processos de verificação e autocorreção que o ajudem a refazer o caminho” (Vale, 
2010, p. 45). 
Hoje em dia, existem várias explicações sobre as origens e as causas das dificuldades e 
dos erros cometidos pelos alunos na aprendizagem da Álgebra. A aprendizagem é encarada por 
alguns autores como um processo evolutivo que envolve modificações no comportamento do 
aluno, tanto a nível físico como biológico e no ambiente no qual está inserido, produzindo nos 
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alunos novas potencialidades e novas aprendizagens. Os alunos ao longo das suas 
aprendizagens vão adquirindo conceitos que não são entendidos e interiorizados de imediato, 
pois cada aluno recria-os à sua maneira. É nesta fase de recriação e de compreensão dos 
conceitos que os alunos cometem erros. De acordo com Rosmini (2002, citado em Soares 
2005) “o erro consiste numa síntese mal feita dos conceitos, isto é, as primeiras perceções dos 
alunos são isentas de erros, os erros surgem nos julgamentos feitos pela razão após a perceção 
dos conceitos pelos alunos” (p. 27). 
Os erros também podem ter origem na linguagem. Como os alunos vêm de meios 
socioculturais diferentes, também possuem capacidades cognitivas diferentes. Deste modo, caso 
o professor atribua um significado diferente a uma palavra diferente daquela a que os alunos 
estão habituados, os alunos podem eventualmente cometer erros. O professor também pode 
conduzir os alunos em erro quando este atribui um significado a uma palavra e depois a usa 
com um significado diferente nas aulas. Assim, para que estes erros não ocorram, o professor 
deve ser muito cuidadoso com o seu discurso e deve manter as definições dadas. 
Por outro lado, as dificuldades podem estar relacionadas com a baixa escolarização dos 
pais. Apesar de os alunos receberem o conhecimento isento de erros nas aulas, é em casa 
aquando da reflexão e da assimilação dos conteúdos tratados nas aulas que os erros surgem. Os 
alunos com pais com baixa escolarização não possuem em casa “uma fonte fidedigna do 
conhecimento (…) não existe um elemento mediador da aprendizagem” fazendo com que estes 
alunos não sejam “autónomos o suficiente para, na sala de aula, exporem os seus problemas ao 
professor e, portanto, os erros vão-se acumulando” (Soares, 2005, p. 28). 
No entanto, muitas das dificuldades dos alunos na resolução de sistemas de duas 
equações do 1º grau com duas incógnitas advêm das dificuldades dos alunos na resolução de 
equações, que segundo Ponte, Branco e Matos (2008) se devem aos erros que estes cometem 
“no trabalho com expressões algébricas, por não compreenderem o significado destas 
expressões ou as condições da sua equivalência” (p. 91). Algumas destas dificuldades devem-se 
ao facto de os alunos continuarem a utilizar em Álgebra os conceitos e convenções aprendidos 
anteriormente na Aritmética. 
Uma dificuldade diz respeito à compreensão das alterações de significado, na Aritmética e 
na Álgebra, dos símbolos “  ” e “” (Ponte, Branco & Matos, 2008; Ponte, 2005). Por 
exemplo, em Aritmética, 27 tem um significado aditivo ( 720  ), enquanto em Álgebra x5  tem 
um significado multiplicativo ( x5 ). Além disso, em Aritmética 47  indica uma “operação 
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para fazer”, mas em Álgebra 2x  representa uma unidade irredutível, enquanto não se 
concretizar a variável x . Estas interpretações dos sinais “  ” e “ ” impedem os alunos de 
conseguirem resolver corretamente equações. 
Compreendem-se estas dificuldades dos alunos face à complexidade dos conceitos 
envolvidos e também à complexidade do uso da linguagem envolvida. Como mostra Rojano 
(2002), o símbolo “” pode ter diferentes significados em Álgebra: pode representar a 
equivalência entre duas expressões (por exemplo, baba 33)(3  ); pode definir uma 
equação (por exemplo, 172356  xx ); ou pode estabelecer uma relação (por exemplo, 
36  xy ), enquanto em Aritmética o sinal de igual é usado para ligar uma sequência de 
etapas, que conduzem a um valor numérico. 
De acordo com Ponte (2005), uma das dificuldades dos alunos na transição da Aritmética 
para a Álgebra está relacionada com o facto de se usar letras para representar variáveis e 
incógnitas, pois os alunos não conseguem ver uma letra como representando um número 
desconhecido e não percebem, assim, o sentido de uma expressão algébrica. 
No que diz respeito à resolução de sistemas, quando o método de resolução escolhido é o 
de substituição, os alunos apresentam dificuldades em considerar uma expressão como um 
valor único. Por exemplo, a dificuldade dos alunos em considerar y3  como sendo o valor de 
x  poderá causar erros, que resultam da necessidade de se considerar uma expressão como 
sendo um valor. Uma outra dificuldade consiste na tradução de informação em linguagem 
natural para linguagem algébrica (Ponte, 2005). 
Também Soares (2005) defende que uma das razões indicadas para os erros que os 
alunos cometem diz respeito ao uso das letras, sendo a exigência da sua manipulação “talvez a 
mais importante característica do pensamento algébrico” (Fernandes & Soares, 2003, p. 335). 
Num estudo feito por Küchemann acerca de como as crianças entendem as letras, foram 
identificados diferentes níveis de interpretação e utilização das letras em expressões 
matemáticas. Estas diferentes interpretações dos alunos foram classificadas segundo seis 
categorias: letra avaliada, letra ignorada, letra como objeto, letra como incógnita específica, letra 
como um número generalizado e letra como variável (Küchemann, 1981). 
A letra avaliada funciona como um substituto de um número, podendo ser determinado 
pelo método de tentativa e erro, sem ser necessário operar com a incógnita. Por exemplo, a 
resposta à questão: 85 a , então ?a  requer apenas operações concretas. Também 
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fazem parte deste nível as respostas às questões: 13  nm  e 4n , ?m  e 3vu  e 
1v , ?u , apesar de mais complexas, devido à introdução de mais uma letra. 
A categoria letra ignorada advém quando os alunos ignoram a letra, reconhecendo a sua 
existência mas sem lhe atribuir qualquer significado. Por exemplo, na questão: se 43ba , 
então ?2 ba , as letras a  e b  podem ser “ignoradas”, isto é, basta que se considere o 
valor de ba   como um só valor e adicionar a 2. O mesmo se verifica na questão: se 
8 fe , então ? gfe , uma vez que o valor de fe  , que é 8, pode ser adicionado a 
g . 
Na categoria letra como objeto, as letras são vistas como nomes de objetos concretos 
(frutas, lados de um polígono,…). Por exemplo, num triângulo equilátero de lado l , l3  poderá 
ser interpretado como três lados e não como três vezes uma determinada quantidade. Nos 
casos da simplificação de expressões, como no caso da expressão aba 52 , que 
simplificada dá ba 53  , pode usar-se os termos “a  para maças e b  para laranjas”. 
No caso da letra como incógnita específica, os alunos identificam a letra como um 
número específico, ainda que desconhecido, com o qual se pode operar diretamente. Por 
exemplo no caso: multiplica 5n  por 4, pode-se operar sobre a letra n , apesar de, ainda, se 
desconhecer o seu valor. 
Contrastando com a letra como uma incógnita especifica, onde a letra é pensada como 
tendo um valor particular (mas desconhecido), na letra como um número generalizado, cada 
letra poderá ser vista como representando vários valores. Por exemplo, se 10dc  e dc  , 
então ?c . 
Finalmente, a letra como variável refere-se a questões do tipo: qual é maior, n2  ou 
2n ?, onde é necessário descobrir uma relação entre as duas expressões, quando n  varia. 
Assim, as letras só poderão ser vistas como variáveis quando se pensar em números ou pares 
de números que verificam uma determinada condição. 
Erros e dificuldades dos alunos na resolução de sistemas de equações 
Kieran (1992) e Hall (2002) são dois dos vários autores que se destacam no estudo dos 
erros e das dificuldades mais comuns revelados pelos alunos no trabalho com expressões 
algébricas e na resolução de equações. 
Neste estudo também foram identificados alguns desses erros e dificuldades, sendo que, 
deste modo, neste ponto são apresentados os tipos de erros/dificuldades evidenciados pelos 
alunos ao longo da intervenção, bem como os autores que os estudaram. 
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Kieran (1992) e Hall (2002) desenvolveram estudos relativamente aos erros de 
transposição, redistribuição, eliminação e inversão. 
O erro de transposição consiste em aplicar erradamente a regra “mudar de membro-
mudar de sinal”. Por exemplo, os alunos julgam que a equação 15037 x  tem a mesma 
solução que a equação 15037x . Nestas situações, Kieran (1992) refere que os alunos 
ignoram a simetria da equação, pois não operam sobre as equações como objetos matemáticos. 
O erro designado por redistribuição surge quando os alunos tentam aplicar o mesmo 
processo a ambos os membros da equação, ou seja, este erro aparece quando os alunos não 
aplicam a mesma operação em ambos os membros da equação. Por exemplo, a adesão a este 
erro faz com que os alunos possam considerar que a equação 852  x  tem a mesma 
solução que a equação 58552  x . 
O erro de eliminação traduz uma outra dificuldade dos alunos na simplificação de 
expressões algébricas ou na resolução de equações. Os alunos ao simplificarem a expressão 
xxy 22   obtêm como resultado y , pois consideram xxy 22   como sendo igual a 
xyx 22  . Num estudo realizado por Carry, Lewis e Bernard (1980), sobre os processos de 
resolução de equações, verificou-se que este erro foi o mais comum dos erros cometidos pelos 
alunos na simplificação de expressões realizada nos vários passos do processo de resolução de 
equações. Por outro lado, este erro também surge quando os alunos omitem letras ou números 
na simplificação de expressões algébricas ou na resolução de equações. Por exemplo, os alunos 
consideram que a equação 1612  yx  é equivalente à equação yx 13  (os 
alunos eliminaram o coeficiente 6 do termo y6 ) ou à equação 13  x  (os alunos eliminaram 
o termo y6 ). 
O erro de inversão resulta de uma confusão dos alunos na eleição da operação inversa 
adequada. Por exemplo, na equação 14 x , os alunos escolhem a operação de subtração 
como sendo a inversa da operação de multiplicação, obtendo, deste modo, a equação 
41x . Outra confusão pode surgir na equação 13 x  ao selecionar a operação de 
divisão como inversa da adição, obtendo a equação 
3
1
x . Este erro também aparece quando 
na equação 42 x  os alunos obtêm o resultado 
4
2
x  ou 
2
4

x . 
Kieran (1992) mencionou, ainda, o erro de adição de termos não semelhantes. Este erro 
surge mais frequentemente na simplificação de expressões algébricas, resultando do facto dos 
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alunos adicionarem termos que não são semelhantes. Por exemplo, os alunos consideram 
abba 752   e nn 743  . Além deste erro, Kieran (2006) também refere o erro de adição 
incorreta de termos semelhantes, em que os alunos adicionam incorretamente os coeficientes 
de termos semelhantes, considerando, por exemplo, que 852  xx  é equivalente a 
87  x . 
Booth (1984, citado em Ponte, Branco & Matos 2009) mencionou o erro de interpretação 
incorreta de monómios do 1º grau, que surge quando os alunos interpretam monómios como, 
por exemplo, y4  como sendo y4 . 
Para além destes erros, durante a intervenção de ensino também foram detetados erros 
de eliminação do sinal menos antes de frações, eliminação de parêntesis, desembaraçar de 
denominadores, substituição incorreta, obtenção do valor ou de uma expressão de uma das 
incógnitas e não continua a resolução e classificação incorreta do sistema. Contudo, não foram 
encontrados autores que fizessem referência a estes tipos de erros/dificuldades, pelo que 
apenas se explica em que consistiu cada um deles. 
Os erros de eliminação do sinal menos antes de frações e de eliminação de parêntesis 
resultam da aplicação errada da propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição 
ou à subtração. Relativamente ao primeiro erro, os alunos, por exemplo, consideram que a 
equação yx 
3
1
  é equivalente à equação yx 
3
1
3
 e no que diz respeito ao segundo 
erro, os alunos na simplificação, por exemplo, da equação 3)3(2  xy  obtêm a equação 
36  xy . Kieran (1992) atribui a este último erro o nome de uso de parêntesis. 
O erro de desembaraçar de denominadores ocorre quando os alunos pretendem 
simplificar equações em que precisam de reduzir todos os termos de uma equação ao mesmo 
denominador. Normalmente alguns alunos esquecem-se de reduzir pelo menos um dos termos 
como, por exemplo, no caso 
3
4
2
32
2 


x
, obtendo a equação 8962  x  ou 
simplesmente eliminam denominadores quando não o devem fazer como, por exemplo, perante 
a equação 
22
3 xy  , os alunos obtêm a equação xy  3 . 
Os erros classificados como substituição incorreta, obtenção do valor ou de uma 
expressão de uma das incógnitas e não continua a resolução e classificação incorreta do sistema 
15 
são apenas evidenciados na resolução de sistemas de duas equações do 1º grau com duas 
incógnitas. 
Relativamente ao erro de substituição incorreta, ele ocorre quando os alunos substituem 
parte da expressão encontrada para uma das incógnitas numa das equações que constituem o 
sistema, na outra equação. Por exemplo, no sistema 





25
3
xy
yx
, os alunos apenas 
substituem o y  da primeira equação por x5 , obtendo, assim, o sistema 





25
35
xy
xx
. Este 
erro também resulta quando os alunos substituem as duas incógnitas de uma equação pelo 
valor encontrado apenas para uma delas. Por exemplo, no sistema 





25
3
xy
yx
, os alunos 
substituem o x  e o y  da primeira equação por 25 x , obtendo o sistema 





25
32525
xy
xx
. 
O erro de obtenção do valor ou de uma expressão de uma das incógnitas e não continua a 
resolução acontece principalmente na iniciação da aprendizagem da resolução de sistemas pelo 
método de substituição. Este erro resulta quando os alunos obtêm o valor ou uma expressão de 
uma das incógnitas e não continuam a resolver o sistema, tendo dificuldades em perceber que o 
próximo passo a ser feito é o de substituição. Por exemplo, os alunos consideram que o sistema 





xy
yx
24
532
 é equivalente ao sistema 





42
532
xy
yx
 e não prosseguem a sua resolução. 
Aqui está patente a dificuldade que muitos alunos possuem relativamente ao facto de considerar 
a expressão 42 x  como sendo o valor de y . 
Finalmente, o erro denominado por classificação incorreta do sistema, tal como o próprio 
nome indica, está relacionado com a classificação de sistemas. Este erro surge quando os 
alunos não são capazes de interpretar a solução ou soluções do sistema, quer tenham utilizado 
métodos analíticos ou gráficos, classificando, deste modo, incorretamente o sistema. 
2.2.2. Estratégias utilizadas pelos alunos na resolução de sistemas 
Num dos trabalhos desenvolvidos por Alonso, Barbero, Fuentes, Azcárate, Dozagarat, 
Gutiérrez et al. (1993), referente à aprendizagem de sistemas de duas equações lineares com 
duas incógnitas, constatou-se que quando se inicia o estudo desta parte da Álgebra, de uma 
maneira geral, os alunos possuem uma ideia um pouco vaga e imprecisa sobre o seu conceito. A 
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solução de um sistema de equações é para eles antes um resultado e não uns números que 
devem verificar as condições do sistema, isto é, números que, substituídos no lugar das letras, 
devem satisfazer todas as equações. Contudo, estes autores referem que a ideia mais clara que 
os alunos têm é a de resolver um sistema de equações. 
Num estudo realizado por Nobre, Amado e Ponte (2011) acerca da aprendizagem de 
sistemas de equações foram detetadas várias estratégias no que diz respeito à resolução de 
problemas que envolvem sistemas de equações, nomeadamente a estratégia Algébrica, 
Aritmética e Algébrica/Aritmética. Para além de neste estudo os alunos também terem recorrido 
a estas estratégias, também recorreram à estratégia Algébrica/Gráfica. Esta estratégia surgiu 
quando os alunos optaram por resolver problemas através de métodos gráficos, com o GeoGebra 
ou com papel e lápis. 
Na estratégia Algébrica, inicialmente os alunos começam por traduzir o problema por 
meio de um sistema e de seguida utilizam métodos exclusivamente analíticos para a sua 
resolução. Estes métodos algébricos correspondem essencialmente aos conhecidos métodos de 
substituição e de adição ordenada. Nesta intervenção apenas foi abordado o método de 
substituição para a resolução de sistemas devido ao curto espaço de tempo que temos para a 
intervenção pedagógica e também porque corresponde ao método indicado pelo Programa de 
Matemática. Por outro lado, a possibilidade de substituir uma expressão algébrica por outra 
equivalente consiste numa das ideias mais poderosas da Álgebra (Ponte, Branco & Matos, 
2009). 
No que diz respeito à estratégia Aritmética, os alunos optam por resolver o problema sem 
recorrer a qualquer simbologia algébrica, recorrendo apenas às operações aritméticas 
elementares, utilizando os métodos de desfazer ou de tentativa e erro. Segundo Kieran (2006), 
os alunos preferem frequentemente recorrer a métodos aritméticos na resolução de problemas 
de palavras algébricos, apresentando dificuldades em utilizar equações. 
A estratégia resultante da junção da Estratégia Algébrica com a Estratégia Aritmética 
consiste na designação das incógnitas por uma letra, na formulação das equações que traduzem 
o problema e, finalmente, na sua resolução através de métodos exclusivamente aritméticos, 
como por exemplo os já referidos acima. 
Na estratégia Algébrica/Gráfica, após a tradução do problema por meio de um sistema de 
equações, o sistema é resolvido através do método gráfico. Para esse efeito, os alunos podem 
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recorrer a qualquer tecnologia que permita a construção de gráficos, como o GeoGebra, ou 
representar graficamente cada uma das equações com papel e lápis. 
2.3. Plano geral de intervenção 
Para dar resposta aos objetivos deste estudo e no sentido de proporcionar uma melhor 
aprendizagem em matemática, e consequentemente no tópico abordado, na tentativa de minorar 
os erros/dificuldades que segundo a literatura habitualmente surgem aquando do seu estudo, foi 
importante estabelecer metodologias de ensino-aprendizagem e estratégias de investigação e 
avaliação da ação, que se apresentam neste subcapítulo. 
2.3.1. Metodologias de ensino e aprendizagem 
As tarefas, o trabalho de grupo, as discussões no grupo-turma e a utilização do GeoGebra 
desempenharam as principais metodologias de ensino-aprendizagem usadas na implementação 
deste projeto de intervenção. 
Tarefas 
Segundo Ponte, Boavida, Graça e Abrantes (1997), a natureza das tarefas propostas pelo 
professor desempenha um papel fundamental na dinâmica da sala de aula de matemática e, 
consequentemente, no processo de ensino-aprendizagem, uma vez que “as tarefas utilizadas na 
sala de aula são o ponto de partida para a atividade matemática dos alunos que irão exercer 
uma grande influência no que os alunos aprendem” (Vale, 2012, p.184). 
Ponte (2005) considera duas dimensões fundamentais das tarefas: o grau de desafio 
matemático que se relaciona com a perceção da dificuldade da tarefa, variando entre “reduzido” 
e “elevado” e o grau de estrutura, que varia entre “aberto” e “fechado”. Para este autor uma 
“tarefa fechada é aquela onde é claramente dito o que é dado e o que é pedido e uma tarefa 
aberta é a que comporta um grau de indeterminação significativo no que é dado, no que é 
pedido, ou em ambas as coisas” (Ponte, 2005, p. 8). 
O Programa de Matemática do Ensino Básico (ME, 2007) sugere que no ensino e na 
aprendizagem da Álgebra “as tarefas a propor aos alunos devem privilegiar a resolução de 
problemas e a modelação de situações, usando conceitos e procedimentos algébricos de 
complexidade crescente, sem perder de vista a consolidação dos procedimentos algébricos de 
rotina”. 
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Deste modo, o professor deve propor problemas aos seus alunos para que estes se 
possam sentir desafiados nas suas capacidades matemáticas e, assim, desenvolver o gosto pelo 
raciocínio independente (Pólya, 2003). Segundo Cañadas, Durán, Gallardo, Martinez-Santaolalla, 
Peñas, Villarrag e Villegas (2003), a resolução de problemas é um instrumento didático, uma vez 
que a reflexão que decorre da resolução de um problema ajuda na construção dos conceitos e a 
estabelecer relações entre eles. Além disso, “ao aprender a resolver problemas em matemática, 
os alunos irão adquirir modos de pensar, hábitos de persistência e curiosidade, e confiança 
perante situações desconhecidas, que lhes serão muito úteis fora da aula de matemática.” 
(NCTM, 2007, p. 57). Contudo, as tarefas rotineiras, habitualmente designadas por exercícios, 
desde que sejam cuidadosamente escolhidas, são também importantes para consolidação de 
conhecimentos e para testar a compreensão dos conceitos fundamentais por parte dos alunos 
(Ponte, 2005; Silva, 1964). 
Por outro lado, as tarefas de caráter exploratório assumem um papel fundamental “no 
processo de aprendizagem de importantes conceitos e representações matemáticas por parte 
dos alunos” (Ponte, Quaresma & Branco, 2012, p. 11). Este tipo de tarefas ao encaminhar os 
alunos para a descoberta pode promover um maior envolvimento por parte dos mesmos, usando 
os seus conhecimentos e experiências prévias na sua resolução. 
Assim, o professor desempenha um papel importante na escolha das tarefas para aplicar 
na sua aula para que o processo de ensino-aprendizagem decorra de uma forma atrativa, 
exigindo, assim, dos alunos a prática do raciocínio e da comunicação matemática. No entanto, 
não chega selecionar boas tarefas, como refere Ponte (2005), “é preciso ter atenção ao modo 
de as propor e de conduzir a sua realização na sala de aula” (p. 2). 
Nesta perspetiva, para este estudo foi valorizado a realização de tarefas diversificadas, 
nomeadamente exercícios, problemas e tarefas de caráter exploratório, de modo a desenvolver o 
pensamento algébrico dos alunos, a capacidade de interpretação e de reflexão e para que estes 
pudessem desenvolver diferentes estratégias de resolução. 
Trabalho de grupo 
O trabalho de grupo é cada vez mais valorizado como método de trabalho dos alunos na 
aprendizagem da Matemática, por se acreditar que este promove mais reflexão e discussão 
entre os alunos, promovendo assim mais estratégias de resolução de problemas (Matos & 
Serrazina, 1996). Também Petocz e Reid (2007), com base em vários estudos, mencionam que 
o trabalho de grupo permite ao professor realizar tarefas mais abrangentes, capacita os alunos a 
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adquirirem a vivência da dinâmica e dos processos do grupo, possibilita expor os alunos aos 
pontos de vista dos outros membros do grupo e, ainda, promove a reflexão e a discussão, 
enquanto parte essencial para se tornarem práticos competentes e reflexivos. 
Roa, Correia e Fernandes (2009) realizaram um estudo sobre Combinatória, onde 
averiguaram, através de um questionário, as perceções dos alunos sobre a metodologia do 
trabalho de grupo no ensino-aprendizagem do tema. Todos os alunos consideraram que o 
trabalho de grupo foi importante para aprender melhor e para 96% dos alunos o trabalho de 
grupo foi importante para superar dúvidas e dificuldades. Por outro lado, de um modo geral, os 
alunos consideram esta metodologia relevante para a aprendizagem do tema por lhes permitir, 
ainda, o surgimento de ideias diferentes (91%), confrontar resoluções e estratégias e aumentar a 
participação na resolução das tarefas propostas, sendo que 74% dos alunos referiram que todos 
os elementos do seu grupo contribuíram significativamente para a resolução dos problemas 
propostos. 
Deste modo, e uma vez que o trabalho de grupo contribui para o desenvolvimento da 
aprendizagem dos alunos na medida em que pode ajudar os alunos a manifestarem as suas 
dificuldades, a solicitarem ajuda, por se sentirem mais à vontade com os colegas (Martinho & 
Ponte, 2005), tornando-se, deste modo, “mais fácil arriscar os seus pontos de vista, avançar 
com as suas descobertas e exprimir o seu pensamento” (Ponte et al, 1997, p. 28), esta 
metodologia de trabalho dos alunos foi valorizada neste estudo. 
O trabalho de grupo também permite “aos alunos expor as suas ideias, ouvir os seus 
colegas, colocar questões, discutir estratégias e soluções, argumentar e criticar outros 
argumentos” (Ponte et al, 1997, p. 28), promovendo, deste modo, o desenvolvimento da sua 
autonomia, do pensamento crítico e da comunicação matemática. Por outro lado, os alunos “ao 
falarem e ouvirem os colegas, clarificam significados e a construção pessoal do conhecimento, 
ao ser combinado com o dos outros, torna-se útil” (Martinho & Ponte, 2005, p. 276). 
Nesta perspetiva, no início do ano letivo, os alunos organizaram-se de modo a formarem 
grupos de trabalho heterogéneos quanto aos seus desempenhos em Matemática, uma vez que, 
desta forma, podia ser benéfico tanto para os alunos com melhor desempenho como para 
aqueles com mais dificuldades. Segundo Matos e Serrazina (1996), os alunos com melhor 
desempenho podem observar processos conhecidos e refletir sobre os mesmos a um nível 
superior e os alunos com dificuldades podem usar as explicações recebidas, fomentando assim 
o espirito de interajuda entre os alunos. Os grupos de trabalho inicialmente estabelecidos foram 
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sofrendo alguns ajustes ao longo do ano, uma vez que, tal como defendem Petocz e Reid 
(2007), as competências necessárias para os alunos saberem trabalhar em grupo não são 
inatas, devendo esta forma de trabalho ser praticada e discutida com os alunos durante as aulas 
de modo a que estes participem mais e interajam mais uns com os outros nas discussões 
dentro do próprio grupo e no grupo-turma. 
Durante a intervenção de ensino, a turma foi, então, dividida em cinco grupos de trabalho, 
dos quais três eram constituídos por quatro alunos, um por três e um por cinco, tal como se 
observa na tabela 2. De modo a garantir o anonimato dos alunos, estes serão representados por 
19:1, iAi . 
Tabela 2 – Constituição dos grupos de trabalho 
Grupo IG  IIG  IIIG  IVG  VG  
Elementos do 
grupo 
9A , 12A , 
17A  
1A , 7A , 
14A , 19A  
5A , 10A , 
13A , 16A  
3A , 4A , 
6A , 8A  
2A , 11A , 
15A , 18A , 
20A  
Discussões no grupo-turma 
Depois da realização de cada tarefa foi realizado um momento de discussão no grupo-
turma, onde os alunos podiam partilhar e explicar aos restantes colegas a forma como pensaram 
e resolveram a mesma. Com estas discussões pretendeu-se que os alunos conhecessem 
diferentes estratégias de resolução, discutissem e validassem as suas resoluções, bem como as 
dos colegas. 
Esta dinâmica de aula é fundamental, uma vez que, para além de propiciar a análise das 
situações matematicamente significativas e promover o desenvolvimento das capacidades de 
raciocinar e comunicar, “é refletindo sobre o trabalho feito – o seu e o dos colegas –, 
confrontando as suas ideias com as dos outros, argumentando e analisando argumentos, que os 
alunos aprofundam e consolidam a sua aprendizagem” (Ponte, Nunes & Quaresma, n.d., p. 9). 
Além disso, “só quando o aluno tem a oportunidade de se expressar é que o professor, ou o 
próprio aluno, poderá compreender a causa dos erros cometidos” (Vale, 2010, p. 3). Por outro 
lado, estes momentos de discussão coletiva devem ser valorizados porque ajudam os alunos a 
construir um reportório de estratégias com os seus próprios limites e flexibilidade (ME, 2007). 
Deste modo, estas discussões conduzem os alunos a novas descobertas e permitem que 
construam um conhecimento mais sólido, que se reflete na melhoria das suas aprendizagens 
quando combinado com o conhecimento dos outros (Martinho, 2007). 
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Tecnologia – GeoGebra 
Hoje em dia, o uso da tecnologia é fundamental no ensino e na aprendizagem da 
Matemática, e consequentemente da Álgebra, como refere o Programa de Matemática do Ensino 
Básico (ME, 2007), 
o computador (por exemplo, a folha de cálculo) é um bom recurso para apoiar os 
alunos no estabelecimento de relações entre a linguagem algébrica e os métodos 
gráficos, na realização de tarefas de exploração e investigação e na resolução de 
problemas (p. 56). 
Além disso, “a tecnologia pode melhorar as oportunidades de aprendizagem dos alunos, 
através da seleção ou criação de tarefas que tiram proveito do que a tecnologia permite fazer de 
forma correta e eficiente – construção de gráficos, visualização e cálculo” (NCTM, 2007, p. 27). 
Deste modo, neste estudo privilegiou-se o uso da tecnologia na sala de aula, 
nomeadamente o GeoGebra, com o intuito de “promover uma aprendizagem mais profunda e 
significativa, favorecer uma abordagem indutiva ou experimental da matemática e desenvolver as 
suas aplicações” (Fernandes & Vaz, 1998, p. 44). Para tal, cada um dos grupos de trabalho 
possuía um computador para assim poderem usar esta tecnologia aquando da sua solicitação, 
para confirmação dos resultados obtidos analiticamente e para usarem sempre que estes 
achassem pertinente. 
O GeoGebra é um software de geometria dinâmica que tem como grande vantagem a 
forte ligação entre a Geometria e a Álgebra (Raposo, 2011). Tal como sugerem Ponte, Branco e 
Matos (2009), o GeoGebra permite ”relacionar as informações dadas algebricamente com as 
representações gráfica e em tabela” (p. 16) e pode “servir de base à resolução de problemas e 
modelação de situações, constituindo importante suporte para a aprendizagem” (p. 17). 
Por estas razões, este software pode constituir uma forma de resposta às dificuldades 
sentidas pelos alunos na aprendizagem de Matemática e, consequentemente, no tópico 
abordado, uma vez que os alunos frequentemente revelam dificuldades na compreensão e 
utilização das letras, preferindo simplesmente lembrar os procedimentos usados e nem tentam 
perceber o seu significado. Assim, a representação gráfica pode contribuir para uma melhor 
compreensão por parte dos alunos das soluções que se podem obter, bem como das 
manipulações simbólicas (Ponte, Branco & Matos, 2009). Além disso, a verificação dos 
resultados obtidos, segundo Pólya (2003), permite aos alunos consolidar os seus conhecimentos 
e tornarem-se mais hábeis na resolução de problemas. Deste modo, o recurso a este software 
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torna-se importante na medida em que permite aos alunos, a qualquer momento, verificar os 
resultados obtidos. 
Contudo, o manuseamento das tecnologias pode potenciar dificuldades e incompreensões 
por parte dos alunos se os professores não se certificarem que estes conhecem o modo como 
funcionam os instrumentos que têm à sua disposição. Assim, os professores devem ter 
consciência que ensinar os alunos a usar devidamente a tecnologia que usam na aula de 
matemática faz parte do seu papel profissional (Ponte, Branco & Matos, 2009). 
2.3.2. Estratégias de investigação e avaliação da ação 
No que diz respeito às estratégias de investigação e avaliação da ação recolheram-se as 
resoluções das tarefas realizadas pelos alunos ao longo da intervenção, efetuaram-se gravações 
audiovisuais das aulas e elaborou-se uma ficha de avaliação por partes. 
Resoluções das tarefas realizadas pelos alunos durante a intervenção 
Para cada uma das aulas referentes à intervenção de ensino foram elaboradas fichas de 
trabalho com espaços em branco para que os alunos pudessem resolver as tarefas propostas na 
própria ficha. Foi-lhes pedido que resolvessem as tarefas a caneta e que caso se enganassem 
colocassem um leve risco ao invés de apagar para que, deste modo, fosse possível analisar as 
estratégias adotadas pelos alunos, identificar e descrever as dificuldades e os erros destes nos 
processos de resolução. No final das aulas estas fichas de trabalho eram recolhidas para 
fotocopiar, sendo devolvidas aos alunos na aula posterior à sua recolha. 
Adicionalmente, todas as aulas foram gravadas em vídeo para registar comentários, ideias 
e, consequentemente, dificuldades e erros dos alunos que não fosse possível obter com as 
outras estratégias/instrumentos de recolha de dados. Estas gravações foram devidamente 
autorizadas pelo diretor da Escola (Anexo 1) e pelos encarregados de educação de todos os 
alunos da turma (Anexo 2). 
Assim, na análise de dados teve-se em atenção não só as resoluções mas também o 
discurso dos alunos e o da professora durante a discussão das tarefas. 
Ficha de avaliação por partes 
No final das aulas com ênfase no projeto foi realizado um momento de avaliação para 
poder avaliar as aquisições dos alunos no tópico lecionado e também o impacto da intervenção 
pedagógica. Este momento consistiu numa ficha de avaliação por partes (Anexo 3), em que na 
resolução os alunos tiveram acesso ao GeoGebra, uma vez que se no processo de ensino e 
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aprendizagem os alunos usaram recursos tecnológicos, devem também usá-los em momentos 
de avaliação (Canavarro & Ponte, 1997). Estas fichas de avaliação por partes são semelhantes 
às habituais questões de aula, tendo também como objetivo avaliar alguns conceitos abordados 
num curto espaço de tempo. O conjunto de todas as fichas de avaliação por partes, no final do 
ano letivo, correspondeu a um teste. 
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CAPÍTULO III 
INTERVENÇÃO 
Neste capítulo são analisadas as resoluções de algumas tarefas realizadas pelos alunos, a 
partir das suas produções escritas e das gravações audiovisuais efetuadas durante a intervenção 
de ensino. Além disso, é também analisado o momento de avaliação que consistiu numa ficha 
de avaliação por partes. Na tabela 3 apresento uma síntese da intervenção de ensino centrada 
no projeto, que se desenvolveu segundo as aulas, as tarefas e os objetivos das aulas que estão 
organizados nessa mesma tabela. 
Tabela 3 – Organização da intervenção de ensino centrada no projeto 
Aula Tarefas Objetivos da aula 
1 
(90 minutos) 
1. O dinheiro da Salomé e da Inês. 
2. As compras da Sofia. 
3. Os números em que o João 
pensou. 
4. No supermercado.  
– Compreender a noção de sistema de 
duas equações a duas incógnitas e de 
solução de um sistema de equações. 
– Traduzir para linguagem matemática 
problemas apresentados em linguagem 
corrente. 
– Resolver graficamente um sistema de 
equações. 
2 
(90 minutos) 
5. Retas e sistemas. 
6. Classificação de sistemas a partir 
da sua resolução gráfica. 
7. Formulando sistemas de 
equações. 
– Resolver graficamente um sistema de 
equações. 
– Classificar um sistema de equações a 
partir da sua representação gráfica. 
3 
(90 minutos) 
8. Classificação de sistemas a partir 
da sua resolução gráfica. 
9. Interseção de duas retas. 
10. As coordenadas do ponto de 
interseção. 
11. A rega das plantas da Maria. 
12. Formulando sistemas de 
equações. 
13. À descoberta dos números. 
– Consolidar conhecimentos sobre a 
resolução gráfica e classificação de 
sistemas de duas equações com duas 
incógnitas. 
4 
(90 minutos) 
14. Pesos dos peluches. 
15. Método da substituição. 
16. No museu. 
17. Põe em prática. 
18. Solução de um sistema de duas 
equações. 
– Resolver sistemas de equações pelo 
método de substituição. 
– Consolidar a noção de solução de um 
sistema de equações. 
5 
(90 minutos) 
19. Classificação de sistemas. 
20. O trabalho de casa de 
matemática. 
21. A ajuda do GeoGebra. 
22. No parque de estacionamento.  
– Interpretar gráfica e analiticamente as 
soluções de um sistema de equações. 
– Classificar um sistema de equações a 
partir da sua resolução analítica. 
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6 
(90 minutos) 
23. Tinteiros para a impressora. 
24. Questões de um teste. 
25. O losango. 
26. Completando o sistema. 
27. Criar um enunciado para um 
sistema. 
28. Um cavalo e um burro. 
29. A festa de aniversário da Maria. 
30. Resolução de sistemas. 
– Consolidar a aprendizagem dos alunos 
sobre a resolução de sistemas de duas 
equações com duas incógnitas. 
– Traduzir problemas em linguagem 
corrente por meio de sistemas de 
equações. 
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(60 minutos) Ficha de avaliação por partes. 
– Avaliar a aprendizagem dos alunos no 
tópico lecionado. 
– Avaliar a implementação do projeto. 
3.1. Noção de sistema de duas equações 
Começo por analisar parte da primeira tarefa proposta na primeira aula. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Com esta tarefa pretendia-se que os alunos compreendessem o significado da conjunção 
de equações que traduz o problema e que determinassem a sua solução a partir da 
interpretação da representação gráfica das equações que o compõem. É de notar que 
relativamente à alínea b), um grupo de alunos apresentou dificuldades na formulação da 
equação que traduz a afirmação da Maria (parte riscada, que corrigiu a seguir), apresentando a 
seguinte resposta: 
 
Figura 1. Resposta dada pelo grupo VG . 
O dinheiro da Salomé e da Inês 
A Salomé e a Maria são irmãs. A Salomé disse à mãe que se adicionar o dinheiro 
que tem na carteira ao dobro do que a Maria possui na dela, obtém 20 €. 
b) A Maria ouviu a conversa entre a mãe e a Salomé e decidiu dizer que se retirar 
o dinheiro que tem na carteira ao dobro do que tem a Salomé, fica com 10 
€.Designando por x  a quantia, em euros, que a Salomé tem na carteira e por y  
a quantia, em euros, que a Maria tem na carteira, escreve uma equação que 
traduza a afirmação da Salomé e uma equação que traduza a afirmação da 
Maria. 
h) Afinal, quanto dinheiro tem a Maria? E a Salomé? 
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Como podemos verificar, o grupo interpretou mal o enunciado, pois consideraram que se 
ao dinheiro da Maria fosse retirado o dobro do dinheiro que a Salomé possui, a Maria ainda 
ficava com 10 €. Podemos verificar isso mesmo na discussão havida no grupo: 
18A : O que estou a dizer é que aqui diz que se retirarmos o dinheiro, então tem de 
ser uma equação de menos. 
20A : Sim, pronto! 
18A : Então aqui diz o valor que a Maria tem na carteira e diz que o dinheiro que a 
Maria tem é y . 
Grupo: Sim! 
18A : Então pomos y . Agora diz que é o dobro da quantia que a Salomé tem. O 
dinheiro da Salomé é x , logo o dobro é x2 . Assim temos a equação 102  xy . 
Grupo: Sim! Está bem! 
Contudo, não é isto que acontece, mas sim que se ao dobro do dinheiro que a Salomé 
possui for retirado o que a Maria tem, esta fica com 10 €. Aqui está patente a dificuldade que 
alguns alunos têm na tradução de situações dadas em linguagem natural para a linguagem 
algébrica. Este facto deve-se, essencialmente, à falta de compreensão dos enunciados e também 
ao estabelecimento incorreto de relações entre as duas linguagens. 
Após a formulação correta das equações que traduzem o problema e da utilização do 
GeoGebra para as representar graficamente, no mesmo referencial, os alunos facilmente 
responderam à alínea h), verificando-se a seguinte discussão no grupo-turma: 
Professora: E agora são capazes de me dizerem afinal quanto dinheiro tem cada 
uma das irmãs? 
17A : 6 e 8 
Professora: Porquê? Toda a gente concorda com o 17A ? 
Turma: Não! 
17A : Porque olhando para o GeoGebra…Não! 8 e 6. 
Professora: Porquê? 
17A : Porque x  é o dinheiro que a Salomé tem e y  é o da Maria. 
Professora: Logo, a Salomé tem 8 € e a Maria tem 6 €. Como podemos ver o par 
ordenado )6,8(  é o ponto de interseção das duas equações, sendo assim solução 
das duas equações e do nosso problema. Toda a gente percebeu? 
Turma: Sim! 
Nesta discussão, o aluno 17A  começa por ler ao contrário o par ordenado obtido como 
solução do problema, mas rapidamente se apercebe do erro e diz claramente qual a quantia, em 
euros, que cada uma das irmãs possui. Depois da discussão no grupo-turma sobre a resolução 
da primeira tarefa, explicou-se aos alunos que à conjunção de duas equações do 1º grau com 
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duas incógnitas dá-se o nome de sistema, representa-se habitualmente por 





deydx
cbyax
 e que 
a solução deste é um par ordenado ),( yx , que é solução das duas equações simultaneamente. 
Foi referido também que para resolver um sistema pelo método gráfico resolvem-se as duas 
equações em ordem a y  e representam-se, no mesmo referencial, as retas correspondentes a 
cada uma das equações. Se as retas se intersetam num ponto, a solução do sistema é o par 
ordenado que corresponde às coordenadas desse ponto, tal como se verificou na primeira tarefa. 
De seguida, foi proposta a seguinte tarefa: 
 
 
 
 
Com esta tarefa pretendia-se verificar se os alunos compreenderam a noção de sistema 
de duas equações e se perceberam que o par ordenado ),( yx  é solução de um sistema de 
duas equações a duas incógnitas se for simultaneamente solução das duas equações. Assim, 
esperava-se que os alunos traduzissem a situação apresentada por meio de um sistema de duas 
equações e que o resolvessem graficamente, podendo recorrer ao GeoGebra para o fazer. 
Contudo, também sabia que como não era dada nenhuma indicação para os alunos usarem esta 
estratégia, os alunos poderiam utilizar outras estratégias para a sua resolução. E foi o que os 
alunos fizeram, uma vez que nenhum aluno apresentou essa estratégia para a resolução da 
tarefa. A totalidade dos alunos recorreu aos seus conhecimentos prévios e utilizaram a seguinte 
estratégia de resolução: 
 
Figura 2. Resposta escrita no quadro pelo aluno 3A . 
Um dos alunos pediu para proceder à resolução da tarefa no quadro. Após o aluno ter 
resolvido a tarefa no quadro, seguiu-se a seguinte discussão: 
Os números em que o João pensou 
O João pensou em dois números. Um deles é o triplo do outro e a soma dos 
números em que pensou o João é 8. Em que números pensou o João? 
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Professora: Vamos prestar atenção. O aluno 3A  vai explicar aquilo que fez. 
3A : Ele pensou no triplo de um número…Como é que eu vou explicar!? Ele pensou 
num número…Ele pensou em dois números e um deles é o triplo do outro e a soma 
desses dois números deu oito. Então fez ....83  xx  
Professora: E o que representa o x ? 
3A : É o número que o João pensou primeiro. 
Professora: Toda a gente concorda com o aluno 3A ? 
Turma: Sim. 
Professora: E o que representa o x3 ? 
3A : O triplo do número 
Professora: E que número é esse? 
Turma: O mesmo. 
A estratégia apresentada pelos alunos está correta. Os alunos definiram x  como sendo o 
número em que o João pensou e depois como a soma desse número com o triplo dele mesmo 
dava 8, obtiveram a equação 83  xx . Seguidamente resolveram a equação e obtiveram o 
valor 2 como sendo um dos números em que o João pensou, e para saber o outro número só 
tiveram de calcular o triplo desse valor. Embora os alunos pudessem resolver mentalmente esta 
equação devido à sua simplicidade, nenhum aluno o fez talvez por estarem condicionados pelo 
que aprenderam no ano passado sobre equações do 1º grau. 
Não se pretendendo que os alunos ficassem só com esta estratégia, tendo em vista que 
os alunos aprofundassem a sua compreensão sobre a noção de sistema de duas equações, foi 
colocada a seguinte questão à turma: Será que não podemos resolver este problema de outra 
forma? Passado algum tempo, verificou-se a seguinte discussão no grupo-turma: 
Professora: Quantas informações é que nos são dadas? Vamos pensar. O João 
pensou em dois números. Um deles é o triplo do outro. O que eu tiro daqui? 
Turma: x3 . 
Professora: E x3  vai ser igual a quê? 
7A : Ao y . 
5A : Não percebi. 
Professora: Então o João pensou em dois números e um deles é o triplo do outro. 
Como é que eu posso traduzir isso? 
5A : x3 . 
Professora: O triplo, sim. Mas o x3  vai ser igual a quê? 
5A : A outro número desconhecido. 
Professora: Exato! E posso designar esse número por… 
5A : y . 
Professora: Sim! Então obtenho a equação… 
5A : yx 3 . Já percebi. 
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Professora: E agora, ainda nos é dada outra informação (…) a soma dos números 
que o João pensou é 8. 
7A : 8 yx . 
Professora: Isso mesmo!  
(…) 
Professora: Então obtenho um sistema formado por estas duas equações. Toda a 
gente percebeu esta maneira de resolver o problema? 
Turma: Sim! 
Quando os alunos foram questionados se não existiria outra maneira de resolver a tarefa 
apresentada, alguns alunos facilmente chegaram à formulação das duas equações que 
traduzem o problema. Contudo, o aluno 5A  no início apresenta algumas dificuldades na 
formulação de uma das equações, sendo que como se pode verificar o questionamento efetuado 
foi fundamental para que o aluno percebesse e chegasse ele mesmo à formulação dessa mesma 
equação. De seguida, deu-se continuidade à discussão: 
Professora: E agora como é que posso resolver o sistema? (…) Como é que 
resolvemos o problema anterior? (…) Resolvemos as equações em ordem a y  e 
representámo-las no mesmo referencial. Para isso podemos recorrer ao GeoGebra, 
tal como no problema anterior. Certo? 
Turma: Sim! 
(…) 
Professora: Vamos ajudar o aluno 3A  porque ainda continua com dúvidas, não 
sabe como resolver o sistema. 
Turma: Resolvemos as equações em ordem a y . 
(…) 
5A : Se queremos em ordem a y , temos que colocar o y  de um lado e tudo o 
resto do outro. 
3A : Então fica 8  
Turma: Não! 3A  tens que pôr o y  sozinho de um lado. 
3A : Então fica xy  8 . 
Turma: Isso. Boa, 3A . 
Professora: E agora? 
13A : Damos valores a x . 
Professora: E depois? 
13A : Tínhamos que ir à outra equação e tinha que dar igual dos dois lados. 
Professora: Sim, mas podias demorar muito tempo a descobrir qual o par ordenado 
que é solução das duas equações. Como é que fizemos para encontrar a solução 
do problema anterior? 
Turma: Fomos ao GeoGebra. 
 (…) 
Professora: Então quais foram os números em que o João pensou? 
Turma: 2 e 6. 
Professora: Porquê? O que é este ponto? 
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Turma: É o ponto de interseção das retas. 
Professora: Exato. É o ponto de interseção das retas que são as representações 
gráficas das duas equações que compõem o sistema. Toda a gente percebeu? 
Turma: Sim! 
Como podemos verificar nesta discussão, fui encaminhando os alunos para resolverem a 
tarefa utilizando outra estratégia de resolução. O aluno que inicialmente tinha ido ao quadro 
mostrar como o seu grupo tinha resolvido a tarefa, resolveu-a novamente no quadro usando a 
“nova” estratégia. É importante referir que este aluno apresentou dificuldades na resolução de 
uma das equações em ordem a y , tendo a ajuda da turma sido fundamental para ele 
ultrapassar as dificuldades sentidas. 
3.2. Abordagem gráfica 
Com a tarefa 5, proposta na segunda aula, pretendia-se que os alunos relacionassem a 
posição relativa de retas com as soluções comuns das equações que lhes correspondem. Sendo 
assim, esta tarefa tinha por objetivo que os alunos interpretassem graficamente sistemas de 
duas equações com duas incógnitas e dessem significado às suas soluções. Para tal, os alunos 
tinham que representar graficamente cada um dos sistemas apresentados e tirarem as suas 
conclusões. Começo, então, por analisar a primeira alínea desta tarefa. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nesta alínea pretendia-se que os alunos concluíssem que existe uma solução comum às 
duas equações que formam o sistema e que graficamente é o ponto de interseção das retas 
correspondentes às equações, sendo as coordenadas desse ponto a solução do sistema. De um 
modo geral, foram estas as conclusões observadas pelos alunos. Contudo, devo referir que 
Retas e sistemas 
Recorrendo ao GeoGebra, representa graficamente cada um dos seguintes 
sistemas de equações. 
a)  
1. 





xy
xy
2
8
 2. 







xy
xy
28
3
2
1
 3.
 








2
3
2
3
5
3
2
xy
xy
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inicialmente os alunos apesar de discutirem em grupo o que iam observando e de constatarem o 
que era pretendido apresentaram algumas dificuldades no que deveriam escrever como 
conclusão. Para tal, foi fundamental questionar cada um dos grupos sobre o que iam 
observando, tal como se exemplifica na seguinte discussão havida no grupo IVG . 
8A : Professora, nós não sabemos o que temos de escrever! 
Professora: Olhando para a representação gráfica que obtiveram com o GeoGebra, 
o que é que vocês observam? 
8A : As retas cruzam-se. 
Professora: No quê? 
:6A Num ponto. 
Professora: Certo. Na aula anterior, o que concluímos sobre esse ponto de 
interseção? 
6A : É solução das duas equações. 
Professora: Se é solução das duas equações, então é solução do quê? 
6A  e 8A : Do sistema. 
Professora: Isso mesmo. Agora é só escrever o que acabamos de dizer. 
Pela análise da discussão, verifica-se que os alunos concluíram o que era desejado, pois 
apenas não sabiam que era isso que tinham de escrever como conclusão. Na discussão no 
grupo-turma referente a esta tarefa foi dito que quando duas retas se intersetam num ponto, 
dizemos que estas são concorrentes. 
Na alínea b) pretendia-se que os alunos verificassem que um sistema de equações pode 
ter infinitas soluções e que, nesse caso, as retas que o representam são paralelas coincidentes. 
 
 
 
 
 
 
Como ainda não tinha sido dito aos alunos que para introduzir as equações no GeoGebra, 
estas não necessitam de estar resolvidas em ordem a y  e como na aula anterior foi dito que 
para resolver graficamente um sistema de equações é essencial começar por resolver as duas 
equações em ordem a y , os alunos começaram por realizar este procedimento. 
Devo referir que só na discussão desta tarefa é que os alunos foram alertados para esta 
potencialidade do GeoGebra, porque era fundamental que os alunos soubessem resolver 
b)  
1. 





32
936
xy
yx
 2. 







3
2
1
2
1
6
yx
xy
 3.
 




363
3)1(2
xy
xy
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graficamente sistemas para o caso de não poderem recorrer a este software. Deste modo, em 
geral, os alunos constataram que as duas equações de cada sistema são equivalentes e na sua 
representação gráfica observaram que as retas estão sobrepostas, concluindo que cada um dos 
sistemas apresentados tem uma infinidade de soluções. Devo referir que, mais uma vez, a 
minha intervenção em alguns dos grupos foi necessária para que os alunos escrevessem o que 
iam concluindo, tal como tinha acontecido na primeira alínea. Foi também relembrado aos 
alunos que em termos de posição relativa de duas retas, estas são paralelas coincidentes. 
Por último, na alínea c) pretendia-se que os alunos verificassem que um sistema de 
equações pode não ter solução e observar que, neste caso, as retas que o representam são 
estritamente paralelas. 
 
 
 
 
 
 
Relativamente a esta alínea, os alunos não apresentaram quaisquer dúvidas, observaram 
graficamente que as duas retas são estritamente paralelas, não tendo nenhum ponto em 
comum, e concluíram que cada um dos sistemas apresentados não tem solução. 
No final desta tarefa foi feita uma discussão no grupo-turma, em que foi discutido o aspeto 
de cada representação gráfica dos sistemas, para com isto classificar cada um dos diferentes 
sistemas e sistematizar as suas respetivas soluções. Estas conclusões foram escritas no quadro 
como forma de síntese para os alunos passarem para o caderno. 
3.3. Abordagem analítica 
3.3.1. Método de substituição 
Na quarta aula, para a introdução da resolução analítica de um sistema de equações pelo 
método de substituição, foi explorada a tarefa 14. 
 
 
 
 
c)  
1. 





3
)1(1
xy
xy
 2. 



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 3.
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Esta tarefa foi adaptada de uma experiência de ensino desenvolvida por Nobre, Amado e 
Ponte (2011) com alunos de uma turma do 9º ano de escolaridade. Com esta tarefa pretendia-
se que os alunos intuissem o método de substituição usado na resolução analitica de um 
sistema. Assim, utilizarei a mesma classifição usada por estes investigadores para classificar as 
estratégias utilizadas pelos alunos na resolução da tarefa. Estes investigadores consideraram as 
resoluções Aritméticas, como sendo aquelas em que os alunos recorreram apenas às operações 
elementares, utilizando as estratégias de desfazer ou de tentativa erro. Nas resoluções 
Algébricas/Aritméticas, os alunos começaram por escrever cada uma das situações 
apresentadas por meio de uma equação, mas utilizaram procedimentos exclusivamente 
aritméticos para encontrar a solução. Por último, nas resoluções Algébricas, os alunos depois de 
escreverem por meio de uma equação as situções apresentadas, resolveram as mesmas por 
processos exclusivamente formais. Na tabela 4 apresentam-se as estratégias usadas pelos 
grupos na situação 1. 
Tabela 4 – Descrição das estratégias usadas pelos grupos na situação 1 ( 20n ) 
Estratégia Grupos % de alunos 
Aritmética IG  e IIIG  35 
Algébrica/Aritmética — — 
Algébrica IIG , IVG  e VG  65 
 
Como podemos verificar através da tabela, na situação 1, nenhum aluno utilizou a 
estratégia Algébrica/Aritmética e a maior parte dos alunos recorreu a procedimentos 
Pesos dos peluches 
Considera as seguintes situações, onde estão apresentados os pesos dos 
peluches que se encontram em cima de cada balança. 
Situação 1:    Situação 2: 
                                            
Depois de observares com atenção as situações apresentadas, determina para a 
situação 1 o peso de cada coelho e o peso de cada rato e para a situação 2 
determina o peso de cada elefante e o peso de cada crocodilo. 
35 
exclusivamente algébricos para a resolução da mesma. Na figura 3 exemplifico a estratégia 
utilizada pelos grupos IG  e IIIG , que recorreram à estratégia aritmética. 
 
Figura 3. Resposta dada pelo grupo IG . 
Na discussão no grupo-turma sobre a tarefa, o aluno 9A , elemento do grupo IG , explicou 
como procedeu: 
Professora: 9A  como é que pensaste para resolver a situação 1? 
9A : Na primeira balança, como são três ratos, têm todos o mesmo peso. Então, 
dividi 27 por 3 e deu 9, que é o peso de cada rato. (…) Na segunda balança, há 
dois ratos, por isso multiplica-se 9 por 2 e deu 18, que é o peso de dois ratos. (…) 
Depois fui aos 34 do total e tirei 18 e deu 16, que é o peso de dois coelhos. Como 
queremos o peso de um coelho é só dividir 16 por 2 e dá 8. (…) Assim, um rato 
pesa 9 gramas e um coelho pesa 8 gramas. 
Verificámos que estes 2 grupos começaram por dividir 27 por 3, obtendo o peso de cada 
rato. De seguida, facilmente descobriram o peso de dois ratos e calcularam a diferença entre 34 
e o valor obtido, descobrindo assim o peso de dois coelhos. Depois foi só dividir o valor 
encontrado por 2, obtendo o peso de cada coelho. 
Os restantes grupos começaram por traduzir por meio de equações a situação 1, sendo 
que os grupos IIG  e VG  começaram por formular um sistema, tal como exemplifico na figura 
seguinte: 
 
 Figura 4. Resposta apresentada pelo grupo IIG .  
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Através da resolução apresentada pelo grupo IIG  constatamos que estes grupos 
começaram por escrever uma equação para cada caso, resolveram a equação que só contém 
uma incógnita e depois substituiram o valor obtido na segunda equação e procederam à sua 
resolução, uma vez que esta ficou, também, com uma só incógnita. É de salientar que esta 
resolução expressa claramente a resolução de um sistema de equações pelo método de 
substituição. 
Relativamente à situação 2, na tabela 5 apresentam-se as resoluções apresentadas pelos 
grupos. 
Tabela 5 – Descrição das estratégias usadas pelos grupos na situação 2 ( 20n ) 
Estratégia Grupos % de alunos 
Aritmética IG  15 
Algébrica/Aritmética IVG  (2 alunos) 10 
Algébrica IIIG  e IVG  (2 alunos) 30 
Algébrica/Gráfica IIG  e VG  45 
 
Nesta situação 2, para além das estratégias mencionadas por Nobre, Amado e Ponte 
(2011), 45% dos alunos utilizaram como estratégia de resolução uma estratégia 
Algébrica/Gráfica. Nesta estratégia, os alunos após formularem o sistema que traduz a situação 
apresentada, recorreram à representação gráfica para encontrar a solução, usando o GeoGebra 
para esse efeito. Para isso, certamente terá contribuído o facto de nas três primeiras aulas os 
alunos resolverem graficamente sistemas de duas equações com duas incógnitas. Para isso, 
resolveram-nos apenas recorrendo ao GeoGebra ou resolveram-nos, inicialmente, no caderno 
com papel e lápis e posteriormente usaram o GeoGebra para confirmação dos resultados 
obtidos. 
Note-se que por quer uma balança quer a outra possuírem 2 espécies de animais 
diferentes, alguns alunos sentiram dificuldades em resolver esta situação. A este respeito, o 
aluno 20A  referiu: 
20A  : Na situação 2, vai ter duas incógnitas! Como é que vamos resolver? 
Devo dizer que as discussões em grupo ajudaram a ultrapassar estas dificuldades, uma 
vez que todos os grupos resolveram a tarefa proposta, apresentando estratégias diferentes. 
Repare-se que, mais uma vez, o grupo IG  recorreu a processos exclusivamente 
aritméticos para resolver a situação 2, tal como mostra a seguinte figura: 
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Figura5. Resposta dada pelo grupo IG . 
Na discussão sobre a tarefa o aluno 9A , explicou como procedeu: 
9A : Se reparar, da primeira balança para a segunda é o dobro e sobra um 
crocodilo. Por isso fiz 43 [peso de dois elefantes e um crocodilo] mais 43 que dá 
86. (…) 86 é o peso de 4 elefantes e 2 crocodilos. Depois fiz 93 menos 86, que dá 
7. E 7 é o peso de cada crocodilo. (…) Depois fui à primeira balança e fiz 43 menos 
o peso de um crocodilo, que é 7, e deu 36. E 36 é o peso de 2 elefantes. Como 
quero o peso de um, foi só dividir 36 por 2 e deu 18. 
É de notar que o aluno, para além dos cálculos aritméticos, teve a necessidade de agrupar 
o que aparece na segunda balança, formando dois grupos constituídos por 2 elefantes e 1 
crocodilo, para, assim, lhe permitir obter o peso de um crocodilo. 
O grupo IIIG  e 2 alunos do grupo IVG  apresentaram a seguinte estratégia de resolução, 
respetivamente: 
 
Figura 6. Resposta dada pelo grupo IIIG . 
 
Figura 7. Resposta dada por 2 alunos do grupo IVG . 
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As resoluções apresentadas por estes alunos correspondem ao que usualmente se faz no 
método de substituição. Apesar de nenhum dos grupos mencionar o que representam as letras 
x  e y , facilmente percebemos que x  representa o peso de um elefante e y  representa o 
peso de um crocodilo. O grupo IIIG  começou por escrever as equações que traduzem cada caso, 
resolvendo uma delas em ordem a y . De seguida, substituiu a expressão encontrada na outra 
equação, obtendo uma equação apenas com uma incógnita. Facilmente determinaram o valor 
dessa incógnita, que corresponde ao peso de cada elefante. Por último, substituíram o valor 
encontrado na primeira equação e determinaram o peso de cada crocodilo. Por outro lado, os 2 
alunos do grupo IVG  também começaram por escrever as equações que traduzem cada caso. 
Só que depois observaram que com os 4 elefantes e os 3 crocodilos da segunda balança podiam 
formar 2 grupos constituídos por 2 elefantes e 1 crocodilo e ainda sobrava 1 crocodilo. Como a 
primeira balança é constituída por 2 elefantes e 1 crocodilo, a qual eles representaram como 
sendo yx 2 , então a expressão yx 34   pode ser escrita como sendo 
yyxyx  22 . Por outro lado, sabendo da primeira balança que yx 2  é igual a 43, 
obtiveram então a equação 934343  y  e resolveram-na, determinando assim y , ou 
seja, o peso de um crocodilo. Depois foram à primeira equação e substituíram o valor 
encontrado, obtendo o peso de um elefante. 
É de salientar que os outros elementos do grupo IVG , após terem encontrado o peso de 1 
crocodilo, para determinar o peso de 1 elefante utilizaram procedimentos aritméticos, tal como 
se mostra na figura seguinte:  
 
Figura 8. Resposta dada pelos alunos 4A  e 8A  do grupo IVG . 
Como podemos verificar, estes alunos continuaram a pensar na segunda balança uma vez 
que como esta possui três crocodilos e como o peso de um é 7g, então 3 crocodilos pesam 21g. 
Depois fazem a diferença entre 93 e o valor encontrado e descobrem o peso de quatro elefantes. 
Depois foi só dividir o valor obtido por 4, obtendo o peso de um elefante. 
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3.3.2. Resolução analítica de sistemas 
Com a tarefa 17 pretendia-se que os alunos praticassem o método de substituição, 
introduzido na quarta aula, de modo a desenvolver a sua compreensão dos processos de 
resolução analítica de um sistema e a capacidade de os executar corretamente até obter a 
solução. Analiso, então, uma das alíneas desta tarefa por se tratar de um sistema em que a 
resolução analítica envolve alguns dos aspetos críticos para os alunos, nomeadamente a 
eliminação de parêntesis e do sinal de menos antes de uma fração. 
 
 
 
 
 
 
Nesta tarefa também se pretendia que os alunos confirmassem os resultados obtidos com 
o GeoGebra, uma vez que era importante que os alunos visualizassem o que obtinham 
graficamente e que quando estes obtivessem soluções diferentes questionassem as suas 
resoluções e fossem eles próprios a detetar os erros cometidos. Na tabela 6 apresento alguns 
dos erros/dificuldades identificados nas resoluções apresentadas pelos alunos. 
Tabela 6 – Erros e dificuldades dos alunos na resolução do sistema )19( n  
Erros/Dificuldades Exemplos Grupos % de erros/ 
dificuldades 
Eliminação do sinal 
menos antes de 
frações 

















_____________
2
1)8(
1
8
2
1
1 yy
yx
yx
 IVG  
42,1 
















___________
2
1
2
1
7)1(
2
1
1
xy
yx
yx
 IIIG  
Eliminação de 
parêntesis 













______________
2
1
22
8
2
2
_____________
2
1)8(
1 yyyy
 IVG  21,1 
Transposição 













_____
2
9
______
2
9 yy
 IVG (1 
aluno) 
5,3 
Põe em prática 
Resolve, analiticamente, cada um dos seguintes sistemas. 
Confirma os resultados obtidos com o GeoGebra. 
b) 









7)1(
2
1
1
yx
yx
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Inversão 















_______
10
6
3
19
610 y
x
y
 VG (1 
aluno) 
5,3 
Desembaraçar de 
denominadores 

 







__________
12
__________
2
1
2
1 xyxy
 IG  15,8 
Substituição 
incorreta 

 






____________________
1)7(212
17
212 xx
xy
yx
 
VG (1 
aluno) 
5,3 
Obtenção do valor 
ou de uma 
expressão de uma 
das incógnitas e 
não continua a 
resolução 

















3
19
212
...
7)1(
2
1
1
x
yx
yx
yx
 IIG  
68,4 

















8
22
3
...
7)1(
2
1
1
yx
xy
yx
yx
 IIIG  















xy
yx
yx
yx
8
212
...
7)1(
2
1
1
 VG (3 
alunos) 

















2
11
3
...
7)1(
2
1
1
x
xy
yx
yx
 IG  
 
Pela análise da tabela verifica-se que a maior parte dos alunos ainda não tinha presente 
os passos normalmente utilizados para resolver um sistema de duas equações pelo método de 
substituição, revelando algumas dificuldades. Por exemplo, o grupo IIG  encontrou o valor correto 
de x  e não continuou a resolução do sistema, não tendo determinado o valor de y . O mesmo 
se verificou com o grupo IG , que apesar de ter encontrado um valor incorreto para x , também 
não foi capaz de resolver o sistema na totalidade. Este grupo não encontrou o valor correto de x  
porque num dos passos anteriores cometeu um erro, quando reduziu uma das equações ao 
mesmo denominador, apenas multiplicou um dos membros da equação, tal como observamos 
no quinto erro/dificuldade assinalado na tabela. 
Já o grupo IIIG  e três elementos do grupo VG  nem sequer chegaram a fazer a primeira 
substituição que os grupos referidos anteriormente fizeram. Estes alunos obtiveram uma 
expressão para y  e não continuaram a resolução do sistema, não substituindo a expressão 
obtida para uma das incógnitas na outra equação, de modo a obter uma equação com apenas 
uma incógnita. Considero que estas dificuldades sentidas pelos alunos se devem, sobretudo, ao 
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facto de o método de substituição ter sido introduzido nesta aula, sendo um dos primeiros 
momentos em que estes alunos resolviam analiticamente um sistema mais elaborado do que os 
que foram apresentados para a iniciação deste método. 
Os dois alunos do grupo VG  que não revelaram estas dificuldades cometeram dois erros 
distintos. Um deles, apesar de ter encontrado o valor correto de x , não encontrou o valor 
correto de y  porque no último passo para a obtenção desse valor inverteu a operação de 
multiplicação, ou seja, em vez de ter obtido 
6
10
y , obteve 
10
6

y . O outro aluno comete 
o erro de substituição incorreta, uma vez que ao substituir o y  pela expressão obtida na 
segunda equação não tem em atenção que a totalidade da expressão terá que ser multiplicada 
por 2 e não apenas uma parte, fazendo com que não obtivesse a solução do sistema. 
Note-se que um dos erros revelados por grande parte dos alunos diz respeito ao erro de 
eliminação do sinal menos antes das frações. Um dos grupos que cometeu este erro, de seguida 
cometeu o erro de eliminação de parêntesis, não aplicando corretamente, mais uma vez, a 
propriedade distributiva. Outro aluno cometeu o erro de transposição, ao mudar um termo de 
membro sem trocar o sinal. 
Devo referir que à medida que circulava pelos grupos fui chamando a atenção dos alunos 
para os erros/dificuldades sentidas e eles próprios também se ajudavam entre si. 
3.4. Abordagem gráfica e analítica 
Na quinta aula pretendia que os alunos, após terem aprendido o método de substituição 
para a resolução de sistemas, estudassem analiticamente a classificação dos sistemas em 
sistemas possíveis determinados, possíveis indeterminados e impossíveis. Para tal, foi proposta 
a tarefa 19 constituída por três exercícios, em que cada exercício continha um sistema. Para 
cada um dos sistemas, os alunos tinham que o resolver graficamente, escrevê-lo na forma 
canónica, dizendo se existia alguma relação entre as duas equações que o compunham e, por 
último, resolvê-lo analiticamente, confrontando o resultado obtido analiticamente com os 
resultados obtidos anteriormente. Começo, então, por analisar a primeira alínea dessa tarefa. 
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Como um dos objetivos desta tarefa era que os alunos tivessem presente a representação 
gráfica de cada sistema, para que os alunos não perdessem tempo, foi-lhes sugerido que 
recorressem ao GeoGebra para resolver graficamente cada sistema e que reproduzissem o 
gráfico obtido na ficha facultada. Nesta questão, todos os grupos obtiveram duas retas paralelas 
coincidentes, concluindo que o sistema é possível e indeterminado. 
Depois de ter explicado em que consistia escrever um sistema na forma canónica, os 
alunos não apresentaram qualquer dificuldade em fazê-lo. Uma vez na forma canónica, a maior 
parte dos grupos concluiu que a segunda equação é o dobro da primeira. Apenas o grupo IVG  
explicou o que queriam dizer com o dobro, referindo que se multiplicarmos todos os termos da 
primeira equação por dois obtemos a segunda, donde as duas equações são equivalentes. 
Relativamente à resolução analítica do sistema, devo dizer que o trabalho em grupo foi 
essencial para explicar os procedimentos usualmente utilizados na resolução analítica de um 
sistema, tal como mostra o seguinte diálogo que ocorreu no grupo VG . 
Classificação de sistemas 
a) Considera o seguinte sistema: 





422
2
yx
yx
 
1. Representa graficamente o sistema com a ajuda do GeoGebra. 
Reproduz o gráfico obtido no referencial a seguir apresentado. 
 
2. Escreve o sistema na forma canónica, ou seja, na forma 





feydx
cbyax
 
Existe alguma relação entre as duas equações do sistema? 
3. Resolve o sistema analiticamente. De seguida confronta o resultado 
obtido com os resultados obtidos nas alíneas anteriores. 
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2A : Não estou a conseguir resolver isto! 
20A : Repara, resolveste esta equação em ordem a y  ]2[ xy  . Agora vais à 
equação debaixo e substituis este y  por isto que te deu aqui ]2[ x . Então fica 
4)2(22  xx . E agora resolves em ordem a x  para saberes o valor de x , 
percebeste? 
2A : Sim! 
Pelo diálogo verifica-se que o aluno 2A apresentava dificuldades sobre quais os passos a 
utilizar na resolução de um sistema. A explicação do aluno 20A  foi pertinente e fundamental para 
que o seu colega ultrapassasse as dificuldades sentidas e continuasse a resolver o sistema. 
Contudo, a uma certa altura da resolução analítica do sistema, os alunos obtiveram uma 
equação do tipo 00 x , sendo que alguns alunos cometeram o tradicional erro de considerar 
que 0x  e continuaram a resolver normalmente o sistema. Como este erro foi comum a todos 
os grupos, para além de ter chamado à atenção em cada um dos grupos, pedi a um aluno que 
viesse ao quadro apresentar a resolução errada do seu grupo, tendo em vista aprofundar a 
origem do erro. Verificou-se então a seguinte discussão no grupo-turma: 
Professora: Vamos olhar para a resolução do 20A . O 20A  começou por resolver a 1ª 
equação em ordem a y . Depois foi à segunda equação e substituiu o y  pela 
expressão obtida. Fazendo os cálculos obteve a equação 00 x . Esta equação é 
uma equação de que tipo? 
18A : Possível e indeterminada. 
Professora: Porquê? 
18A : Porque qualquer número multiplicado por zero dá sempre zero. 
Professora: Exato. Para qualquer valor de x  vou ter sempre uma proposição 
verdadeira. Mas o 20A  considerou 0x  e foi novamente à 1ª equação, já 
resolvida em ordem a y , e substituiu o x  por zero. Podemos fazer isso? 
Turma: Não! 
Professora: Porquê? 
18A : Porque nós não sabemos qual é o valor de x . 
Professora: Ora nem mais. Então acabamos de dizer que existe uma infinidade de 
valores possíveis para x  que tornam esta igualdade verdadeira, não foi? Então o 
meu sistema termina aqui. Perceberam? 
Turma: Sim! 
Depois de ter chamado a atenção deste erro, foi concluído no grupo-turma que quando se 
resolve analiticamente um sistema e se obtém uma equação possível e indeterminado, em 
termos de classificação do sistema, este é possível e indeterminado. Em termos de resolução 
gráfica obtêm-se duas retas paralelas coincidentes e quando está escrito na forma canónica têm-
se duas equações equivalentes, tendo, portanto, o mesmo conjunto de solução. 
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De seguida analiso a segunda alínea da tarefa 19. 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Na primeira questão, os alunos facilmente verificaram que o sistema é impossível, uma 
vez que graficamente obtiveram duas retas estritamente paralelas. 
Para escrever o sistema na forma canónica, os alunos tiveram que na segunda equação 
começar por eliminar os parêntesis. Alguns dos alunos cometeram o tradicional erro de 
eliminação de parêntesis, tal como mostra a seguinte discussão observada no grupo IIG . 
7A : 1A , quando temos parêntesis, primeiro tem-se que desembaraçar de 
parêntesis, não é? 
1A : Sim. 
(…) 
1A : Fica 062  xy ? 
7A : Tens a certeza que é 6 ? 
1A  e 19A : Oh 7A , 32 !? 
7A : Por que não é 32 !? 
1A : Claro que é 32  e assim dá 6 , muda o sinal, menos com este mais vai 
ficar menos. 
b) Considera o seguinte sistema: 





0)3(2
12
xy
xy
 
1. Representa graficamente o sistema com a ajuda do GeoGebra. 
Reproduz o gráfico obtido no referencial a seguir apresentado. 
 
2. Escreve o sistema na forma canónica, ou seja, na forma 





feydx
cbyax
 
Existe alguma relação entre as duas equações do sistema? 
3. Resolve o sistema analiticamente. De seguida confronta o resultado 
obtido com os resultados obtidos nas alíneas anteriores. 
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19A : Pois é! 
(…) 
1A : Já está na forma canónica. (…) São iguais, só o que está do outro lado do igual 
é diferente. 
Mais uma vez, o trabalho em grupo foi essencial para que o aluno 1A  se apercebesse do 
erro, permitindo-lhe escrever corretamente o sistema na forma canónica e concluir que os 
primeiros membros das duas equações são iguais e os segundos membros são diferentes. 
Também na resolução analítica do sistema, os alunos dos grupos chamavam a atenção uns dos 
outros para os passos de resolução de um sistema, para o facto de terem um sinal de menos 
antes dos parêntesis e para o erro de transposição, dizendo que “se troca de membro troca de 
sinal”. Contudo, devo referir que quando circulava pelos grupos e me apercebia destes 
erros/dificuldades, também os chamava a atenção. 
Na resolução analítica do sistema, os alunos obtiveram uma equação do tipo 50 x , 
classificando-a, sem qualquer dúvida, como impossível. Assim, na discussão no grupo-turma 
acerca desta alínea, os alunos concluíram que se na resolução analítica de um sistema se obtém 
uma equação impossível, então o sistema é impossível, não tendo, por isso, solução. 
Graficamente obtêm-se duas retas estritamente paralelas e se se escrever o sistema na forma 
canónica observa-se que os primeiros membros das duas equações são iguais e os segundos 
membros são diferentes. 
Por último, analiso a terceira alínea da tarefa 19. 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
c) Considera o seguinte sistema: 





13
34
xy
yx
 
1. Representa graficamente o sistema com a ajuda do GeoGebra. 
Reproduz o gráfico obtido no referencial a seguir apresentado. 
 
2. Resolve o sistema analiticamente. De seguida confronta o resultado 
obtido com o resultado obtido na alínea anterior. 
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Na primeira questão, os alunos observaram graficamente que o sistema é possível e 
determinado, uma vez que as duas retas são concorrentes, intersectando-se no ponto de 
coordenadas )5,2( . 
Relativamente à resolução analítica do sistema, para além da minha intervenção nos 
grupos e da própria ajuda dos colegas de grupo, os alunos tiveram principalmente a ajuda do 
GeoGebra, pois pela resolução da questão anterior já sabiam a solução do sistema. Assim, os 
alunos que não obtiveram a mesma solução, como sabiam que se tinham enganado em alguma 
coisa, reviram o que tinham feito e detetaram os seus próprios erros. Deste modo, penso que o 
GeoGebra contribuiu para que alguns alunos ultrapassassem determinados erros que 
cometeram na resolução analítica de sistemas. 
Na discussão no grupo-turma, relativa a esta alínea, foi concluído que num sistema 
possível e determinado não existe qualquer relação entre as equações que o compõem, quando 
escritas na forma canónica, sendo a sua única solução o par ordenado que graficamente 
corresponde ao ponto de interseção das duas retas. 
Considero que, de um modo geral, os alunos conseguiram classificar cada um dos 
diferentes tipos de sistemas, fazendo o contraponto entre os dois métodos de resolução (gráfico 
e analítico) e reconheceram características das equações que formam cada um dos diferentes 
tipos de sistemas. 
3.5. Resolução de problemas 
Uma das principais dificuldades dos alunos no trabalho com sistemas de duas equações 
reside em serem capazes de resolver problemas dados em linguagem natural, traduzindo-os por 
meio de um sistema de equações e interpretando a solução do sistema nas condições 
apresentadas. Deste modo, para ultrapassar esta dificuldade, a sexta aula incidiu principalmente 
na resolução de problemas. Uma das tarefas propostas para esta aula foi a tarefa 23, que se 
apresenta a seguir. 
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Com esta tarefa pretendia-se que os alunos interpretassem a situação apresentada, 
traduzissem-na por meio de um sistema de duas equações e utilizassem diferentes estratégias 
de resolução. Como no enunciado do problema já são referidas as incógnitas a usar, na tabela 7 
apresento os procedimentos usados pelos grupos de trabalho na resolução da tarefa. 
Tabela 7 – Procedimentos utilizados pelos alunos na resolução da tarefa )19( n  
Procedimentos Grupos % de alunos 
Traduz cada uma das opções apresentadas 
por meio de equações. I
G  e IIG  31,6 
Formula o sistema com as duas equações. IG , IIG , IIIG , IVG  e VG  100 
Resolve o sistema. IG , IIIG , IVG (3 alunos) e VG  73,7 
Apresenta a resposta ao problema. IIG , IVG  e VG  63,2 
 
Pela leitura da tabela, observa-se que apenas dois grupos apresentaram as equações que 
traduzem cada uma das opções apresentadas. Os restantes grupos também foram capazes de 
formular corretamente o sistema que traduz a situação apresentada, apenas não identificaram 
qual das equações que compõe o sistema é que corresponde a cada uma das opções. Repare-se 
que não se considera que a totalidade dos alunos tenha resolvido o sistema, porque o grupo IIG  
e o aluno 8A  (do grupo IVG ) não resolveram completamente o sistema. Estes alunos tiveram em 
conta que aquando da resolução de um sistema obtemos um par ordenado que é solução das 
duas equações que formam o sistema e que se queremos saber o número de tinteiros )(t  para 
qual o custo )(c  é o mesmo nas duas opções, então só necessitamos de resolver o sistema até 
Tinteiros para a impressora 
Para comprar tinteiros para a impressora, a Patrícia tem duas opções: 
Opção A: compra diretamente na loja e cada tinteiro custa 25 €. 
Opção B: compra através da internet, em que paga anualmente uma taxa fixa 
de cliente de 40 € (qualquer que seja o número de tinteiros que compre) e 20 
€ por cada tinteiro com entrega gratuita. 
Considera que t  representa o número de tinteiros e c  representa o custo de 
compra de t  tinteiros. Quantos tinteiros é que a Patrícia tem de comprar de 
modo a que o custo dos tinteiros nas duas opções seja o mesmo? 
Apresenta todos os cálculos, desenhos ou gráficos que utilizaste na resolução do 
problema. 
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obter o valor da incógnita t . Assim, estes alunos depois de terem obtido o valor dessa incógnita, 
não continuaram a resolução do sistema, tal como se mostra na figura 9. 
 
Figura 9. Resposta dada pelo grupo IIG . 
No entanto, repare-se que este grupo, tal como a aluna 8A , tiveram a necessidade de 
confirmar se o valor obtido para t  estava correto, mostrando que para 8t  o custo na opção 
A e na opção B é o mesmo. É de salientar que todos os alunos, quer tenham resolvido o sistema 
na totalidade quer não o tenham feito, optaram por o resolver por métodos exclusivamente 
analíticos. 
Note-se que a maior parte dos alunos deu resposta ao problema, embora alguns, depois 
de terem resolvido o sistema, não interpretaram os resultados obtidos de modo a dar resposta 
ao problema apresentado. 
No final desta tarefa foi feita uma discussão no grupo-turma para que os alunos 
explicassem a forma como pensaram e resolveram a mesma, promovendo, deste modo, a 
capacidade destes na resolução de problemas. 
De seguida, foi proposta a tarefa 24. 
 
 
 
 
 
 
Com esta tarefa pretendia-se que os alunos traduzissem o problema apresentado por 
meio de um sistema de duas equações, seguidamente o resolvessem por métodos gráficos ou 
analíticos e, finalmente interpretassem o resultado obtido. Todos os grupos traduziram a 
situação apresentada por meio de um sistema e, mais uma vez, optaram por métodos 
Questões de um teste 
Um teste contém 42 questões, das quais umas valem 2 pontos e outras valem 
3 pontos. A pontuação máxima do teste é de 100 pontos. Representa a 
informação dada por um sistema e resolve-o. Interpreta o resultado obtido no 
contexto do problema. 
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exclusivamente analíticos para a sua resolução. Contudo, nem todos os grupos apresentaram 
todos os procedimentos usuais de resolução de problemas, pois apesar da maior parte dos 
alunos ter identificado as incógnitas do problema, 42,1% dos alunos não o fez. Todos os grupos 
estabeleceram corretamente o sistema, resolveram-no e interpretaram os resultados obtidos, 
dando resposta ao problema. No entanto, apenas o grupo IG  cometeu dois erros na resolução 
do sistema, tal como se verifica na figura seguinte: 
 
Figura 10. Resposta dada pelo grupo IG . 
Considerando a parte riscada na resolução apresentada pelo grupo IG , que corrigiu após 
a minha intervenção no grupo, facilmente visualizamos que este grupo começa por resolver a 
primeira equação do sistema em ordem a y3  e a segunda equação em ordem y . Depois, o 
que seria esperado era que estes alunos substituíssem a expressão obtida para y  na primeira 
equação. No entanto, os alunos optaram por resolver mentalmente a primeira equação em 
ordem y , cometendo, deste modo, o erro de redistribuição, pois não dividiram na totalidade o 
segundo membro dessa equação por 3, apenas dividiram um dos termos. De seguida, 
cometeram o erro de substituição incorreta, uma vez que em vez de substituírem o y  pela 
expressão obtida mentalmente, apesar de errada, substituíram o y  por y3 . 
Para, mais uma vez, promover o desenvolvimento da capacidade de resolução de 
problemas por parte dos alunos, a resolução deste problema foi, também, discutida no grupo-
turma, observando-se a seguinte discussão: 
Professora: O grupo do aluno 5A  como é que pensou para resolver o problema? 
5A : Pensei que podíamos pôr o número de questões de 2 pontos como sendo o x  
e o número de questões de 3 pontos como o y . (…) Esse conjunto de questões 
sabe-se que tem de ser igual a 42. 
Professora: Porquê? 
5A : Porque há 42 questões no teste. 
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Professora: Então, deixa-me só recapitular para ver se percebi. Primeiro (…) 
atribuíste uma letra ao número de questões com 2 pontos e depois escolheste outra 
letra para o número de questões com 3 pontos. E depois, então, usaste isso tendo 
a informação de que quê? Tinhas quantas questões? 
5A : 42. 
Professora: 42. E isso deu-te origem a quê? Fizeste alguma coisa com isso? 
5A : Uma equação. 
Professora: Deu-te origem a uma equação. E que equação é que tu obtiveste? 
5A : 42 yx . 
Professora: Todos perceberam como é que o 5A  pensou até aqui? 
Turma: Sim! 
Pela análise da discussão constatamos que o grupo não revelou qualquer dificuldade em 
identificar as incógnitas do problema e em formular uma das equações que compõe o sistema, 
traduzindo, assim, parte da informação que é dada pelo enunciado. Para a obtenção da segunda 
equação verificou-se a seguinte discussão no grupo-turma: 
5A : E depois, como é um sistema, tenho de fazer outra equação. E a outra 
equação é: 10032  yx . 
Professora: Então o que representa o x2 , por exemplo nesse grupo do 6A ? 
6A : O número de questões que valem 2 pontos. 
Professora: O número de questões que valem 2 pontos!? x2 !? Então o que era o x  
para ti? 
6A : O número de questões que valem 2 pontos. 
Professora: Então como é que o x2  pode ser outra vez o número de perguntas que 
valem 2 pontos? 
8A : x2  é o total da soma dos (…) as questões que valem 2 pontos, todas somadas 
são o x2 . 
6A : É a percentagem… 
5A : x2  são os pontos de todas as questões de 2 pontos. 
Professora: Isso mesmo! O grupo do 6A  e do 8A  ainda não chegaram lá. 
8A : Já cheguei. (…) São os pontos das questões de 2 pontos. 
Professora: Representa a quantidade de pontos dada pelas questões de 2 pontos. 
Tá bem? E o y3 , grupo do 17A ? 
17A : É a quantidade de pontos das questões que valem 3 pontos. 
Professora: E isso tudo, agora, gerou uma equação, qual? 
17A : 10032  yx . Porque a quantidade de pontos das questões que valem 2 
pontos mais a quantidade de pontos das questões que valem 3 pontos tem de dar 
100 pontos. 
Professora: Depois de terem o sistema, o que é que fizeram? Diz lá 1A . 
1A : Resolvemos o sistema. Deu 26x  e 16y . Existem 26 questões de 2 
pontos e 16 de 3 pontos. 
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Verificamos que, apesar de todos os alunos apresentar corretamente as equações que 
traduzem a situação apresentada, alguns alunos revelaram dificuldades em perceber o que 
representam os termos x2  e y3  no contexto do problema. Alguns alunos foram dizendo o que 
consideravam, até que o aluno 5A  disse exatamente o que significa o x2 , tendo sido fácil 
depois concluir o que representa o termo y3 . 
3.6. Ficha de avaliação por partes 
Neste subcapítulo é analisado o momento de avaliação da intervenção de ensino, que 
consistiu numa ficha de avaliação por partes. Neste momento de avaliação, cada aluno teve à 
sua disposição um computador para resolver a questão em que era exigido que recorressem ao 
GeoGebra e para que nas outras questões, em que nada era dito, também o pudessem usar se 
assim o desejassem. Além disso, na parte final da ficha, foram fornecidas instruções aos alunos 
para utilizarem o GeoGebra, nomeadamente um exemplo de como se marca o ponto de 
interseção de duas retas e o modo de obter a folha algébrica. Estas instruções foram facultadas 
aos alunos, uma vez que a ficha de avaliação foi realizada algum tempo depois da minha 
intervenção de ensino, donde alguns alunos poderiam ter-se esquecido desses passos que eram 
essenciais para a resolução das tarefas propostas e também para evitar que os alunos 
estivessem constantemente a chamar-me para perguntar como é que podiam obter estes passos 
no GeoGebra. Esta ficha era constituída por cinco questões, tendo por objetivos os que se 
apresentam na seguinte tabela: 
Tabela 8 – Objetivos das questões da ficha de avaliação por partes 
Questões Objetivos 
1 
– Interpretar a situação apresentada. 
– Identificar as estratégias de resolução dos alunos. 
2 
– Traduzir o problema apresentado em linguagem corrente por meio de 
um sistema de duas equações. 
– Resolver o sistema graficamente recorrendo ao GeoGebra. 
– Concluir que a solução de um sistema não é solução do problema. 
3 – Escolher um sistema possível e indeterminado a partir da interpretação da representação gráfica de funções afim. 
4 
– Indicar possíveis valores para os parâmetros k  e b  de uma equação 
de modo a que o sistema formado por essa equação e pela equação 
dada seja impossível. 
5 – Resolver analiticamente um sistema de duas equações e classificá-lo. 
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A primeira questão da ficha de avaliação por partes consistiu no seguinte: 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
Com esta questão pretendia-se verificar que estratégias de resolução utilizariam os alunos. 
Como esta questão é semelhante a uma das tarefas escolhidas para uma das aulas anteriores, 
utilizarei a mesma classificação para classificar as estratégias adotadas pelos alunos na 
resolução desta tarefa. Assim, na tabela 9 são apresentadas as estratégias de resolução 
utilizadas pelos alunos. 
Tabela 9 – Descrição das estratégias usadas pelos alunos na questão 1 ( 20n ) 
Estratégia 
Respostas (% de alunos) 
Corretas Parcialmente corretas Incorretas 
Aritmética – 5 – 
Algébrica/Aritmética – 5 – 
Algébrica 55 25 – 
Algébrica/Gráfica – – – 
 
Por observação da tabela verificámos que 10% dos alunos não responderam a esta 
questão, nenhum aluno utilizou a estratégia Algébrica/Gráfica e a maior parte dos alunos 
recorreu a procedimentos exclusivamente algébricos para resolver a tarefa, sendo que a maior 
parte destes alunos apresentou a reposta correta. Apesar de cada aluno ter à sua disposição um 
computador, para assim poderem recorrer ao GeoGebra, nenhum aluno o fez. Contudo, isso não 
quer dizer que os alunos não o tenham feito para confirmar os resultados obtidos. 
É de referir que o aluno que utilizou a estratégia Aritmética para resolver a tarefa, também 
já o tinha feito na resolução da tarefa proposta na aula. Este aluno apresenta dificuldades na 
escrita, tal como podemos verificar na figura seguinte: 
Questão 1 
Considera a situação que se segue, onde se apresenta o peso da fruta que se 
encontra em cada balança. 
 
Determina o peso de cada morango e o peso de cada pera. 
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Figura 11. Resolução apresentada pelo aluno 9A . 
Na resolução apresentada pelo aluno 9A observamos que, para além da escrita pouco 
cuidada para explicar os seus procedimentos e apesar de confundir os frutos apresentados, o 
aluno começou por considerar dois grupos na segunda balança, cada um constituído por um 
morango e uma pera, o que lhe permitiu obter o peso de um morango. Depois voltou à primeira 
balança e facilmente descobriu o peso de uma pera, uma vez que foi só fazer a diferença entre 
45 e o valor obtido. 
O aluno que usou a estratégia Algébrica/Aritmética também não teve em atenção a escrita 
usada para explicar os seus procedimentos, respondendo do seguinte modo: 
 
Figura 12. Resolução apresentada pelo aluno 11A . 
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Apesar de o aluno 11A  não referir o que representam as letras x  e y , facilmente 
percebemos que considerou x  para representar o peso, em gramas, de um morango e y  para 
representar o peso, em gramas, de uma pera a partir do sistema que começou por estabelecer 
para traduzir a situação apresentada. Como possivelmente não conseguiu resolver o sistema, o 
aluno optou por utilizar outro processo, enveredando por processos aritméticos para encontrar 
os valores das incógnitas. O aluno observou que se 45 yx , ou seja, se um morango e uma 
pera pesam 45g, então 90)(2  yx , isto é, dois morangos e duas peras pesam 90g. Assim, 
olhando para a segunda balança, tal como o aluno 9A , concluiu que dos dois grupos sobrava 
ainda 1 morango, o que lhe permitiu determinar o seu peso. Ao contrário do aluno 9A , este 
aluno continuou centrado na segunda balança, pois determinado o peso de um morango, 
facilmente o aluno obteve o peso de três e como queria saber o peso de uma pera, bastou fazer 
a diferença entre 95 e o peso de três morangos, obtendo o peso das duas peras. Por último, 
dividiu o peso de duas peras por dois, determinando, assim, o peso de uma pera. 
Devo referir que algumas das respostas apresentadas pelos alunos que recorreram à 
estratégia Algébrica foram consideradas parcialmente corretas porque ou não referiram o que 
representavam as letras x  e y  ou cometeram erros na resolução do sistema, tal como se 
exemplifica nas figuras 13 e 14. 
 
Figura 13. Resolução apresentada pelo aluno 2A . 
O aluno 2A  comete um dos erros/dificuldades revelados por grande parte dos alunos na 
resolução de equações, que é designado por erro de eliminação de parêntesis. O aluno não 
aplica corretamente a propriedade distributiva, tal como se verifica na resolução apresentada 
pelo mesmo. De seguida adiciona incorretamente termos semelhantes, pois considera que 
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10013595   e, por fim, comete o erro de inversão da operação de multiplicação, 
considerando 201005  yy  em vez de 201005  yy . 
 
Figura 14. Resolução apresentada pelo aluno 12A . 
Pela resposta dada pelo aluno 12A  constatamos que este começa por resolver a primeira 
equação em ordem a y , cometendo o erro de transposição, pois aplica de forma errada a regra 
mudar de membro-mudar de sinal. De seguida, resolve a segunda equação em ordem a x3 , 
cometendo o erro de adição de termos não semelhantes ao adicionar o termo 95  com o termo 
y2 . Depois de encontrar a expressão correspondente a x , substitui o x  na primeira equação 
por 31 em vez de y31 . Por último, o aluno interpreta incorretamente o monómio y31  como 
sendo y31 . Estes erros/dificuldades são denominados de substituição incorreta e 
interpretação incorreta de monómios do 1º grau, respetivamente. 
Para avaliar se os alunos reconheciam que a solução de um sistema pode não ser solução 
do problema, foi proposta a seguinte questão: 
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Na tabela seguinte apresentam-se as respostas obtidas pelos alunos: 
Tabela 10 – Respostas obtidas na questão 2 ( 19n ) 
Respostas 
% de alunos 
Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 
Corretas 63,2 73,7 36,8 
Parcialmente corretas 15,8 5,3 15,8 
Erradas 10,5 10,5 31,6 
Não responde à questão 10,5 10,5 15,8 
 
Da análise realizada, conclui-se que a maior parte dos alunos não apresentou dificuldades 
em traduzir o problema apresentado por meio de um sistema de duas equações. Devo referir 
que considerei a resposta dada pelo aluno 17A  como parcialmente correta, uma vez que o aluno 
não explicita o que representam as letras x  e y , apresentando apenas o sistema. Já os alunos 
2A  e 12A  esclarecem o que representam as letras x  e y , mas não formulam corretamente 
uma das equações que compõe o sistema. Ambos reconhecem que a soma do número de rosas 
com o número de tulipas tem que ser igual ao número de flores que o Diogo quer comprar (12), 
apresentando a seguinte equação: 12 yx . Contudo, o aluno 12A  não percebe que a 
quantidade de rosas que o Diogo comprar tem que ser multiplicada pelo preço de uma rosa, que 
é 4 €, e que a quantidade de tulipas terá de ser multiplicada por 2, que é o preço de uma tulipa, 
para que a soma destes dois valores dê 25, que é a quantia em euros que o Diogo possui para 
Questão 2 
O Diogo foi à florista comprar um ramo de rosas e tulipas para oferecer à mãe. 
Na tabela estão indicados os preços destas duas variedades de flores. 
Flores Preço por unidade 
Rosas 4 € 
Tulipas 2 € 
O Diogo quer comprar um ramo com 12 flores. Para isso o irmão deu-lhe 25 €. 
Quando chegou à florista apercebeu-se que os 25 € não eram suficientes para 
comprar um ramo com 12 flores. 
Percorrendo as etapas que se seguem, averigua se o Diogo tinha ou não razão. 
Etapa 1 – Traduz o problema por meio de um sistema. 
Etapa 2 – Recorrendo ao GeoGebra, indica a solução do sistema. 
Etapa 3 – Pronuncia-te sobre a solução do problema. 
 
 
57 
comprar o ramo. O aluno parece interpretar as letras como objetos, ou seja, que a soma das 
tulipas e das rosas é 25, apresentando a equação 25 yx . 
Por outro lado, o aluno 2A  apresenta a equação 251224  yx , em que x  
representa o número de rosas e y  representa o número de tulipas. Este aluno multiplica 
erradamente o custo das tulipas pelo número total de flores que o Diogo pretende comprar. 
Penso que o aluno em questão não queria fazer esta multiplicação, mas sim multiplicar o 
número total de flores pela soma do custo das rosas com o custo das tulipas, uma vez que 
considero que aluna pensou erradamente que se o Diogo só pode gastar 25 € na compra de um 
ramo com 12 flores, constituído por rosas e tulipas, teria de multiplicar o total de flores que o 
Diogo quer comprar pelo preço das flores. 
Os alunos 9A  e 16A  responderam erradamente a esta etapa, revelando maiores 
dificuldades de interpretação do que os dois alunos referidos anteriormente. Estes alunos não 
conseguiram sequer identificar corretamente quais as incógnitas do problema e, 
consequentemente, formular o sistema. 
Relativamente à segunda etapa, a maior parte dos alunos não apresentou dificuldades em 
resolver graficamente o sistema, utilizando o GeoGebra para esse efeito. Note-se que alguns dos 
alunos que na primeira etapa responderam erradamente a esta questão ou que apresentaram 
uma resposta parcialmente correta resolveram corretamente o sistema que formularam na 
primeira etapa, correspondendo, deste modo, a algumas das respostas consideradas como 
corretas nesta etapa. Um dos alunos que respondeu erradamente a esta etapa apresentou duas 
soluções e outro aluno leu ao contrário o par ordenado que é solução do sistema. 
No que diz respeito à última etapa desta tarefa, observou-se que a percentagem de 
respostas incorretas foi muito próxima das respostas corretas. Alguns alunos limitaram-se a 
classificar o sistema e outros alunos consideraram que o Diogo não tinha razão, achando 
mesmo que este pode comprar um ramo de flores nas condições apresentadas. Estes alunos 
revelaram dificuldades na interpretação dos resultados obtidos ao não conseguiram perceber 
que o Diogo tinha razão, pois não pode comprar meias rosas nem meias tulipas. Assim, apesar 
de o sistema que traduz a situação apresentada ter solução, o problema apresentado não tem 
solução. 
De modo a testar a capacidade dos alunos em interpretar representações gráficas de 
funções afins e posteriormente formular os diferentes tipos de sistemas de duas equações, foi 
proposta a seguinte questão: 
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Nesta questão os alunos tinham que escolher o sistema correspondente a um sistema 
possível e indeterminado e, para isso, era-lhes facultada a representação gráfica das equações 
que constituem cada um dos sistemas apresentados. Assim, estes só necessitavam de observar 
as representações gráficas das equações e posteriormente selecionar o sistema pretendido. No 
entanto, a representação gráfica nem seria necessária, uma vez que os alunos verificaram numa 
das aulas que tipo de equações corresponde aos diferentes tipos de sistemas. 
A percentagem de respostas corretas foi de 75% e de respostas incorretas de 25%, num 
total de 20 alunos. Os alunos que responderam erradamente a esta questão revelaram 
dificuldades em saber o aspeto de cada representação gráfica dos diferentes tipos de sistemas, 
ou seja, em perceber que na representação gráfica de um sistema possível e indeterminado 
obtemos duas retas paralelas coincidentes, num sistema possível e determinado temos duas 
retas concorrentes e num sistema impossível obtemos duas retas estritamente paralelas. 
Contudo, apesar desta dificuldade, a maior parte dos alunos foi capaz de reconhecer o tipo de 
representação gráfica que se obtém para cada um dos diferentes tipos de sistemas. 
De seguida, foi proposta a seguinte questão: 
 
 
 
 
 
Questão 3 
Na figura que se segue estão representadas graficamente três funções afim. 
 
Qual dos seguintes sistemas corresponde a um sistema possível indeterminado? 
(A)








2
2
1
2
1
xy
xy
 (B)







xy
xy
2
1
72
 (C)







72
2
2
1
xy
xy
 
(D)







42
2
2
1
xy
xy
 
 
 
 
 
 
 
Questão 4 
Indica um valor para k e um valor para b de modo que o sistema 







bk xy
xy
3
1
2
  
seja impossível. Explica como procedeste. 
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Na quinta aula os alunos constataram que tipo de equações compõem cada um dos 
diferentes tipos de sistemas, podendo, assim, classificá-los sem necessitarem de resolvê-los 
analítica ou graficamente. Deste modo, com esta questão pretendia-se averiguar se os alunos 
realmente interiorizaram esta ideia. Na tabela seguinte apresentam-se os tipos de respostas 
dadas pelos alunos. 
Tabela 11 – Tipo de respostas obtidas na questão 4 ( 19n ) 
Tipo de resposta % de alunos 
Indica corretamente o valor dos parâmetros k  e b  e apresenta uma 
explicação correta para os valores escolhidos. 26,3 
Indica corretamente os valores dos parâmetros k  e b , mas só 
apresenta uma explicação correta para o valor escolhido para b . 5,3 
Indica corretamente os valores dos parâmetros k  e b , mas não 
apresenta uma explicação correta para os valores escolhidos. 
26,3 
Indica erradamente o valor de k , corretamente o valor de b , mas não 
apresenta uma justificação correta. 21,0 
Indica erradamente o valor de k , corretamente o valor de b , mas não 
apresenta qualquer justificação para escolha desses valores. 5,3 
Indica corretamente o valor de k , erradamente o valor de b , mas não 
apresenta uma justificação correta. 5,3 
Não responde à questão. 10,5 
 
Pela análise da tabela verifica-se que houve tantos alunos a indicar corretamente valores 
de k  e b  com uma explicação correta para a escolha dos mesmos quantos os que indicaram 
valores corretos para os parâmetros, mas não apresentaram uma explicação correta para o 
modo como esses valores foram escolhidos. Grande parte dos alunos enquadrados no terceiro 
tipo de respostas como explicação apenas disseram que se considerarmos os valores por eles 
indicados, o sistema será impossível, não apresentando o porquê disso acontecer. 
Os alunos 1A  e 18A , que apresentaram uma resposta totalmente correta, recorreram aos 
seus conhecimentos prévios aquando do estudo das funções afins, tal como exemplifico com a 
explicação dada pelo aluno 1A : “Num gráfico, se o sistema é impossível, as retas são paralelas. 
Então mantive o 2 e mudei o b  para o valor 3, ou seja, as retas ficam paralelas se o valor de k  
é igual e o valor de b  é diferente”. Estes alunos relembraram o facto de que para um sistema 
ser impossível, graficamente obtêm-se duas retas paralelas e para que estas sejam paralelas, o 
parâmetro k  nas duas equações tem que ser o mesmo e o parâmetro b  tem que ser diferente. 
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Por outro lado, os alunos 8A  e 13A  pensaram que quando resolvemos analiticamente um 
sistema e obtemos uma equação impossível, então o sistema é impossível. Na figura 15 
exemplifico a resposta dada por estes alunos. 
 
Figura 15. Resolução apresentada pelo aluno 8A . 
Estes alunos utilizaram uma estratégia de tentativa-e-erro, em que vão dando valores a k  
e a b  de modo a obterem uma equação impossível aquando da resolução do sistema, que no 
caso da aluna 8A  corresponde à equação 3
1
0 x . Este aluno, tal como o aluno 13A , só 
apresenta a resolução analítica de um sistema, apesar de inicialmente terem escolhido outros 
valores para os parâmetros. Observei que estes alunos foram atribuindo valores aos parâmetros 
e recorriam ao GeoGebra para verificar que tipos de sistemas obtinham para os valores 
escolhidos. Assim, quando obtiveram um sistema impossível, como justificação na folha de 
resposta apresentaram a resolução analítica do sistema que tinham observado ser impossível. 
Assim, estes alunos mostraram reconhecer um sistema impossível em termos gráficos e 
analíticos, tendo-se revelado a utilização do GeoGebra uma mais-valia para estes alunos. 
O aluno 7A  pôs em prática aquilo que apreendeu na quinta aula, tal como observamos na 
figura seguinte: 
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Figura 16. Resolução apresentada pelo aluno 7A . 
Esta aluna começou por escrever as equações que compõem o sistema apresentado na 
forma canónica e, tal como teve a oportunidade de constatar numa das aulas, para o sistema 
ser impossível o primeiro membro das duas equações escritas nesta forma tem de ser igual e o 
segundo membro diferente. Assim, concluiu que o parâmetro k  tem de ser igual a dois e o 
parâmetro b  tem de ser diferente de um terço. 
Por último, para avaliar a compreensão dos alunos dos processos de resolução analítica 
de um sistema de duas equações e para averiguar a capacidade de os executar corretamente 
até obter a solução, foi proposta a seguinte questão: 
 
 
 
 
 
 
 
Além de terem de resolver analiticamente o sistema apresentado, os alunos também 
tinham de o classificar. Apenas dois alunos resolveram corretamente esta questão e outros dois 
alunos não responderam. Relativamente aos restantes alunos foram detetados alguns 
erros/dificuldades no processo de resolução, que estão descritos na tabela 12. 
 
 
 
 
Questão 5 
Recorrendo exclusivamente a processos analíticos, resolve e classifica o 
seguinte sistema: 









42
23
2
2
yx
yx
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Tabela 12 – Erros e dificuldades dos alunos na resolução do sistema )19( n  
Erros/dificuldades Exemplo % de erros/ dificuldades 
Eliminação do sinal 
menos antes de frações 3
2
33
2



xx
 36,8 
Eliminação de 
parêntesis 
yy 48)24(2   5,3 
Transposição xyyx  4242  10,5 
Desembaraçar de 
denominadores 
yyyy 34482
23
224
2 

  15,8 
828
7
8
4  xx  5,3 
xyxy
xyxy


44
22
4
42
 5,3 
Interpretação incorreta 
de monómios do 1º 
grau 
yxyx  2424  5,3 
Inversão 0
0
7
07 

 yyy  5,3 
Substituição incorreta 




 


















____________________
2
24
3
2)24(
2
24
______
42
23
2
2
yy
yxyx
yx
 5,3 
Classificação incorreta 
do sistema 





0
0
y
x
  Sistema possível e indeterminado 10,5 


 
_______
07y
   Sistema impossível 5,3 
 
Pela tabela verifica-se que o erro cometido por mais alunos foi referente à eliminação do 
sinal menos antes de frações através da aplicação errada da propriedade distributiva. Devo 
referir que um dos alunos que cometeu este tipo de erro, durante a realização da ficha de 
avaliação por partes, recorreu ao GeoGebra para confirmar os resultados obtidos. Como 
constatou que não obtinha o mesmo resultado, chegou a resolver analiticamente o sistema 
umas quatro vezes até que obteve a mesma solução. Contudo, apesar de ter corrigido o erro que 
tinha cometido na eliminação do sinal menos antes de uma fração, cometeu noutro passo o erro 
de eliminação de parêntesis. Neste caso, porque dava a mesma solução, o aluno não se 
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apercebeu, obtendo a equação 0 y  em vez de 07  y . Mais uma vez, o GeoGebra 
contribui para este aluno questionar a sua resolução, melhorando-a face à discrepância obtida. 
Um dos erros/dificuldades que alguns alunos ainda cometem diz respeito à simplificação 
de equações em que necessitam de reduzir todos os termos da equação ao mesmo 
denominador. Esquecem-se de reduzir pelo menos um dos termos ou eliminam denominadores 
quando não o devem fazer, tal como é possível observar no quarto erros/dificuldades assinalado 
na tabela. É de salientar que o aluno 1A  elimina incorretamente os denominadores e começa 
por resolver a segunda equação que compõe o sistema em ordem a y . Tal não seria de 
esperar, uma vez que essa equação possui a incógnita x  com coeficiente 1, o que simplificaria 
os cálculos. Deste modo, o aluno em questão optou por um processo mais elaborado, acabando 
por cometer mesmo um erro nesse procedimento. 
Por outro lado, outro aluno, que opta por resolver essa mesma equação em ordem a x , 
apesar de o ter feito corretamente, substitui não só a incógnita x , mas também a incógnita y  
na outra equação pela expressão encontrada. 
Finalmente, um dos alunos a dado momento da resolução obtém a equação 07  y , 
concluindo que se trata de uma equação impossível e classifica deste mesmo modo o sistema. 
O aluno considera que não existe nenhum número que multiplicado por 7  dê zero. Por outro 
lado, um aluno apesar de ter encontrado um valor incorreto para x  e um valor incorreto para 
y , considera que o sistema é possível e indeterminado. 
Na tabela 13 são apresentadas as classificações dos alunos em cada uma das questões 
da ficha de avaliação por partes, bem como a respetiva nota final. 
Tabela 13 – Classificações, em percentagem, da ficha de avaliação por partes 
Questão 1 2a) 2b) 2c) 3 4 5 Nota Final 
Cotação 20% 10% 5% 10% 10% 20% 25% 100% 
Aluno         
1A  20% 10% 5% 10% 10% 20% 23% 98% 
2A  16% 7% 5% 0% 0% 2% 20% 50% 
3A  20% 10% 5% 0% 10% 2% 17% 64% 
4A  0% 0% 0% 0% 10% 0% 0% 10% 
5A  20% 10% 5% 10% 10% 0% 25% 80% 
6A  20% 10% 5% 9% 10% 12% 20% 86% 
7A  20% 10% 5% 10% 10% 20% 25% 100% 
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8A  20% 10% 5% 10% 10% 20% 23,5% 98,5% 
9A  16% 0% 5% 0% 0% 4% 0% 25% 
10A  20% 10% 5% 0% 10% 2% 15% 62% 
11A  16% 0% 0% 0% 0% 2% 0% 18% 
12A  12% 7% 0% 2% 0% 2% 4% 27% 
13A  20% 10% 5% 10% 10% 20% 19% 94% 
15A  20% 10% 5% 0% 10% 2% 24% 71% 
16A  13% 0% 0% 0% 0% 4% 20% 37% 
17A  16% 6% 3% 0% 10% 4% 14% 53% 
18A  20% 10% 5% 9% 10% 20% 23% 97% 
19A  18% 10% 5% 10% 10% 4% 22% 79% 
20A  20% 10% 5% 10% 10% 4% 21% 80% 
Média 17,2% 7,4% 3,8% 4,7% 7,4% 7,6% 16,6% 64,7% 
 
Por observação da tabela verifica-se que dela não consta o aluno 14A , o que se deve ao 
facto da ficha de avaliação por partes deste aluno ter sido diferente dos restantes colegas, por se 
tratar de um aluno com necessidades educativas especiais. Contudo, as questões 1 e 4 também 
fizeram parte da ficha de avaliação por partes do aluno em questão por se tratar de tarefas que 
exigem alguns dos requisitos mínimos propostos para o tópico que lecionei. Este aluno obteve a 
nota final de 51%, donde os alunos obtiveram uma classificação média de 64%, com 25% de 
negativas e 75% de positivas. 
Observámos, também, que a maioria dos alunos obteve a cotação máxima nas questões 
1, 2a), 2b) e 3. A questão 2c) foi a que correu pior, uma vez que grande parte dos alunos obteve 
0% na mesma. A questão 4 também não correu muito bem, pois foram poucos os alunos que 
tiveram a cotação máxima, dois alunos não responderam e os restantes tiveram uma cotação 
baixa. Apesar de apenas dois alunos terem a cotação máxima na questão 5, grande parte dos 
alunos teve quase a cotação total. Estes alunos apresentaram apenas algum erro na resolução 
analítica do sistema e/ou não classificaram corretamente o sistema. 
De um modo geral, considero que os resultados foram bons, uma vez que apesar das 
cinco negativas terem sido baixas, a maior parte das positivas são altas, havendo mesmo cinco 
excelentes. 
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CAPÍTULO IV 
CONCLUSÕES, RECOMENDAÇÕES E LIMITAÇÕES 
 
Este capítulo encontra-se organizado em três subcapítulos. No primeiro subcapítulo 
apresentam-se as principais conclusões do estudo, tendo por base os objetivos estabelecidos. No 
segundo subcapítulo salientam-se as implicações do estudo para o ensino e aprendizagem da 
Álgebra. Por fim, no terceiro subcapítulo sugerem-se algumas recomendações para futuras 
investigações e apresentam-se algumas limitações do estudo. 
4.1. Conclusões 
Neste subcapítulo apresentam-se os principais resultados obtidos no estudo, organizados 
de acordo com cada um dos objetivos do projeto, e discutem-se os resultados comparativamente 
aos estudos referidos no capítulo II. 
4.1.1. Objetivo 1 – Analisar as estratégias utilizadas pelos alunos na resolução de sistemas de 
equações do 1º grau com duas incógnitas 
Ao longo da intervenção foram propostas aos alunos várias tarefas que envolviam a 
resolução de sistemas de duas equações do 1º grau com duas incógnitas com o objetivo de 
analisar as estratégias usadas pelos alunos na resolução dessas tarefas. 
Após a análise das tarefas verificou-se que, tal como no estudo realizado por Nobre, 
Amado e Ponte (2011), os alunos recorreram às estratégias Aritmética, Algébrica/Aritmética e 
Algébrica para a resolução dos problemas que envolviam sistemas de equações. Para além 
destas estratégias, neste estudo ainda se observou a estratégia Algébrica/Gráfica enquanto 
estratégia de resolução adotada pelos alunos. Esta estratégia foi usada por alguns alunos na 
resolução da tarefa proposta para a introdução da resolução analítica de um sistema pelo 
método de substituição. A escolha desta estratégia de resolução por parte de alguns alunos pode 
ser justificada pelo facto de, nas aulas anteriores, os alunos terem resolvido sistemas de duas 
equações com duas incógnitas pelo método gráfico, com papel e lápis ou recorrendo ao 
GeoGebra para esse efeito. 
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Contudo, contrariamente ao que se constatou no estudo de Nobre, Amado e Ponte 
(2011), em que a maior parte dos alunos recorreu à estratégia Aritmética para a resolução dos 
problemas propostos, e contrariamente ao que afirma Kieran (2006) acerca da preferência dos 
alunos pela estratégia Aritmética, a estratégia mais utilizada pelos alunos, quer na resolução das 
tarefas referentes às aulas quer na resolução da questão 1 da ficha de avaliação por partes, foi a 
estratégia Algébrica. Neste estudo, alguns dos alunos que utilizaram a estratégia Aritmética 
mostraram dificuldades em utilizar equações, tal como sugere Kieran (2006), constituindo, deste 
modo, uma possível justificação para o facto de eles optarem por esta estratégia. Por outro lado, 
também, alguns dos alunos que recorreram à estratégia Algébrica/Aritmética, apesar de 
inicialmente traduzirem o problema por meio de duas equações, não enveredaram por métodos 
analíticos na sua resolução, revelando dificuldades em resolver analiticamente sistemas de duas 
equações. 
Após a aprendizagem do método de substituição, a maior parte dos alunos adotou a 
estratégia Algébrica na resolução das tarefas propostas, com o correspondente decréscimo do 
recurso à estratégia Aritmética e, principalmente, à estratégia Algébrica/Gráfica. A grande 
adesão a esta estratégia, por parte da maioria dos alunos, poderá ser justificada pelo grau de 
dificuldade de algumas das tarefas, o que dificulta a utilização das outras estratégias, 
nomeadamente a Aritmética. Embora considere que a estratégia mais expedita para a resolução 
das tarefas seria a Algébrica/Gráfica (nada era exigido quanto às estratégias que deveriam ser 
utilizadas para a sua resolução), uma vez que os alunos depois de escreverem o sistema que 
traduz o problema, só necessitavam de recorrer ao GeoGebra (visto que este software foi 
facultado tanto na intervenção como no momento da avaliação) para representar graficamente 
as equações obtidas e, assim, encontrarem a solução, verificou-se que nenhum aluno recorreu a 
essa estratégia para a resolução da questão 1 da ficha de avaliação por partes e durante as 
aulas quase só recorreram a esta estratégia antes da aprendizagem do método de substituição 
para a resolução analítica de sistemas. Este facto leva-me a concluir que os alunos apenas 
recorreram ao GeoGebra quando lhes foi solicitado ou para confirmação dos resultados obtidos 
analiticamente, tal como se constatou na análise realizada. 
Contudo, o facto de a maior parte dos alunos ter recorrido a representações 
simbólicas/algébricas mostrou-se importante na medida em que ajudou mais facilmente a 
estabelecer a ligação entre a linguagem aritmética e a linguagem algébrica e formal da resolução 
de sistemas, tal como era pretendido. 
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4.1.2. Objetivo 2 – Identificar e descrever as dificuldades e os erros dos alunos nos processos 
de resolução das tarefas propostas 
Durante a intervenção de ensino identificaram-se vários erros e dificuldades dos alunos 
nos processos de resolução das tarefas propostas. Dos vários erros estudados por Kieran (1992, 
2006), Hall (2002) e Booth (1984, citado em Ponte, Branco & Matos 2009), ao longo da 
intervenção foram identificados os erros de transposição, redistribuição, eliminação, adição de 
termos não semelhantes, adição incorreta de termos semelhantes, inversão e interpretação 
incorreta de monómios do 1º grau. Para além destes, foram também identificados os erros de 
eliminação do sinal menos antes de frações, eliminação de parêntesis, desembaraçar de 
denominadores e, como erros cometidos apenas na resolução de sistemas de duas equações 
foram identificados os erros de substituição incorreta, obtenção do valor ou de uma expressão 
de uma das incógnitas e não continua a resolução e classificação incorreta do sistema. 
Contrariamente ao que se verificou no estudo realizado por Carry, Lewis e Bernard (1980), 
em que o erro mais comum dos alunos na resolução de equações foi o de eliminação, neste 
estudo foi o de eliminação do sinal menos antes de frações, tanto ao longo da intervenção como 
na questão 5 da ficha de avaliação por partes. Este erro pode ter ocorrido mais vezes pelo facto 
de os alunos não terem em atenção que nesta situação devem aplicar a propriedade distributiva, 
pois, por exemplo, na resolução analítica do sistema da alínea b) da tarefa 17, ao simplificarem 
a expressão 
2
1

x
, alguns alunos obtiveram a expressão 
2
1
2

x
, não foi tido em conta que 
apesar da fração não se encontrar entre parêntesis, é como se estivesse. Assim, penso que este 
erro pode ter surgido da dificuldade que os alunos revelaram quando tinham de eliminar 
parêntesis, tendo sido o erro de eliminação de parêntesis o erro mais frequentemente observado 
na resolução da equação do teste diagnóstico e um dos erros que também ocorreu mais vezes 
ao longo da intervenção. Estas dificuldades acentuaram-se nos casos em que os parêntesis eram 
precedidos de fatores negativos, como, por exemplo, no caso )24(2 y , em que alguns 
alunos obtiveram y48  . Devo referir que, apesar destes dois erros serem essencialmente o 
mesmo, pois resultam da aplicação errada da propriedade distributiva, optei por atribuir nomes 
diferentes para uma melhor descrição dos erros cometidos pelos alunos. 
Os erros de transposição, desembaraçar de denominadores e substituição incorreta 
também surgiram várias vezes ao longo da intervenção. Tal como referiu Kieran (1992), o erro 
de transposição poderá ter ocorrido por os alunos não terem em conta a simetria da equação, 
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ignorando, deste modo, a aplicação da regra “mudar de membro-mudar de sinal”. O erro de 
desembaraçar de denominadores, que constituiu um dos erros com maior frequência na questão 
5 da ficha de avaliação por partes, pode ter surgido por os alunos demonstrarem dificuldades na 
aplicação dos princípios de equivalência na resolução de equações do 1º grau, ocorrendo 
principalmente quando os alunos pretendiam reduzir todos os termos de uma equação ao 
mesmo denominador. Por outro lado, a frequência com que ocorreu o erro de substituição 
incorreta talvez esteja relacionada com a dificuldade que os alunos manifestaram relativamente 
ao facto de terem de substituir uma incógnita por um valor ou por uma expressão algébrica, 
substituindo apenas parte da expressão encontrada para uma das incógnitas na outra equação 
do sistema. 
Os erros de eliminação de parêntesis e de substituição incorreta foram os que ocorreram 
com menor frequência na ficha de avaliação por partes, tal como os erros de interpretação 
incorreta de monómios do 1º grau e de inversão. Note-se, ainda que os erros de obtenção do 
valor ou de uma expressão de uma das incógnitas e não continua a resolução, eliminação, 
redistribuição e adição de termos não semelhantes foram observados ao longo da intervenção, 
mas não foram evidenciados no momento de avaliação. 
Deste modo, verifica-se que, de um modo geral, a frequência com que alguns 
erros/dificuldades ocorreram na ficha de avaliação por partes diminuiu em relação à frequência 
com que apareceram durante a intervenção, tendo alguns erros ocorrido apenas durante a 
intervenção. Apesar de, na avaliação, alguns alunos continuarem a cometer alguns dos erros 
identificados e até cometeram erros que não surgiram durante a intervenção, é notório o 
decréscimo ou mesmo eliminação dos erros e dificuldades sentidas pelos alunos na resolução 
analítica de sistemas do momento de intervenção para o momento de avaliação. 
É de salientar, ainda, que durante a intervenção alguns alunos não classificaram os 
sistemas, talvez por esquecimento ou porque sentiram dificuldades em fazê-lo. Este facto poderá 
ter contribuído para que alguns alunos na questão 5, da ficha de avaliação por partes, 
classificassem incorretamente o sistema apresentado. 
Uma outra dificuldade que surgiu ao longo da intervenção e que é referida por Ponte 
(2005), apesar de ocorrer poucas vezes, consistiu na incompreensão dos enunciados e no 
estabelecimento incorreto de relações entre a linguagem natural e a linguagem algébrica, 
resultando, deste modo, na formulação errada das equações que traduziam a informação dada. 
Alguns alunos apresentaram mesmo dificuldades em identificar quais as incógnitas dos 
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problemas. Isto poderá ter contribuído para que um aluno na formulação do sistema na questão 
2 da ficha de avaliação por partes interpretasse as letras como objetos e, consequentemente, 
formulasse erradamente uma das equações que traduziam o sistema apresentado. 
4.1.3. Objetivo 3 – Descrever a forma como os alunos ultrapassam as dificuldades e erros 
identificados 
Quanto às dificuldades e erros que surgiram ao longo da intervenção, tal como não se 
aprende efetivamente um conceito algébrico ou qualquer conceito matemático em tão pouco 
tempo, acredito que o mesmo acontece com os erros e dificuldades. No entanto, pela análise 
realizada no capítulo III, verifica-se que o trabalho de grupo, a minha intervenção nos grupos de 
trabalho, as discussões no grupo-turma e o facto de ter recorrido a tecnologia para o ensino e 
aprendizagem do tópico lecionado poderão ter contribuído para que os alunos ultrapassassem 
ou pelo menos diminuíssem parte das dificuldades e erros identificados, uma vez que alguns dos 
erros/dificuldades que ocorreram durante a intervenção não se verificaram no momento de 
avaliação. Contudo, na avaliação, alguns alunos continuaram a cometer alguns dos erros 
identificados e até cometeram erros que não surgiram durante a intervenção, talvez porque a 
avaliação foi realizada individualmente e os alunos não tinham ninguém que os chamassem à 
atenção quando erravam ou simplesmente cometeram esses erros por distração. 
Tal como se verificou no estudo de Roa, Correia e Fernandes (2009), também neste 
estudo o trabalho de grupo tornou-se útil na medida em que permitiu aos alunos confrontar 
ideias, resoluções e estratégias. Por outro lado, tanto neste estudo como no estudo mencionado, 
esta metodologia foi fundamental para ajudar alguns alunos a superar algumas das dificuldades 
e erros identificados, principalmente, os alunos que revelaram mais dificuldades na resolução de 
sistemas pelo método de substituição, pois os alunos mais hábeis explicavam os procedimentos 
formais aos restantes elementos do grupo e alertavam-se uns aos outros para aspetos onde 
normalmente os alunos cometem erros. 
As discussões no grupo-turma permitiram aos alunos refletir acerca das suas estratégias e 
dos erros cometidos, uma vez que o facto de poderem expor o seu trabalho e confrontar com o 
dos seus colegas permitiu que se apercebessem mais rapidamente dos erros cometidos. Por 
exemplo, quando o erro era comum a todos os grupos, tal como se verificou na tarefa 19 
analisada no capítulo III, para além de chamar a atenção em cada um dos grupos, pedia a um 
aluno que escrevesse a sua resolução errada no quadro para, assim, em conjunto examinarmos 
a origem do erro, pois é nesta situação que tanto o professor e o próprio aluno poderão entender 
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a causa dos erros (Vale, 2010) e em conjunto tentar ultrapassá-los. Além disso, considero que o 
facto de os alunos terem detetado os erros cometidos nas resoluções apresentadas pelos seus 
colegas e terem analisado as suas próprias produções poderá ter contribuído para que alguns 
alunos se lembrassem mais facilmente onde erraram e não voltassem a repetir o mesmo erro. 
Estes momentos de discussão também se revelaram úteis na resolução de problemas, ao 
permitirem confrontar e desenvolver diferentes formas de entender e abordar os problemas 
propostos. 
Penso que a utilização do GeoGebra no ensino e na aprendizagem do tópico em questão 
foi uma mais-valia, pois as potencialidades gráficas deste software permitiram que os alunos 
compreendessem melhor a noção de sistema de equações, bem como a natureza da respetiva 
solução, tal como referiu Ponte, Branco e Matos (2009). É importante lembrar que quando os 
alunos apenas recorreram ao GeoGebra para confirmar os resultados obtidos, por sua própria 
iniciativa ou por sugestão da professora, este software mostrava que o resultado estava errado, 
mas não indicava onde estava o erro. Ora, isso fazia os alunos refletirem e procurar onde estava 
o erro, possibilitando-lhes autonomia na resolução das tarefas propostas e, ainda, como sugere 
Pólya (2003) permitia-lhes a consolidação de conhecimentos e o aumento da sua perspicácia na 
resolução de problemas. Este facto verificou-se, por exemplo, na resolução da questão 5 da ficha 
de avaliação por partes em que o GeoGebra ajudou um aluno a melhorar a sua resolução, uma 
vez que este aluno obtinha um resultado diferente ao dado pelo GeoGebra, levando-o, deste 
modo, a questionar a sua resolução e a procurar os seus próprios erros para tentar obter a 
solução correta. 
Por outro lado, considero que a sequência planeada para as aulas da exploração do tópico 
sistema de duas equações do 1º grau com duas incógnitas possa ter facultado a aprendizagem 
dos alunos na medida em que possibilitou aos alunos construírem o conhecimento envolvido 
gradualmente, pois com o decorrer das aulas os alunos foram capazes de aperfeiçoar as 
técnicas de resolução de sistemas de duas equações. Na primeira aula foi pretendido que os 
alunos ficassem, essencialmente, com a noção de sistema de duas equações, de seguida foi 
feita uma abordagem gráfica sobre sistemas de duas equações, depois foi feita uma abordagem 
analítica e, por último, uma abordagem gráfica e analítica, tal como se observa no capítulo III. 
Na tentativa de superar ou pelo menos minimizar uma das dificuldades referidas por Ponte 
(2005), que consiste na tradução de informação dada em linguagem natural para linguagem 
algébrica, a última aula incidiu, principalmente, na resolução de problemas. Penso que este 
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objetivo foi atingido, uma vez que, embora alguns alunos não tenham conseguido traduzir o 
problema apresentado na questão 2 da ficha de avaliação por partes por meio de um sistema, a 
maioria dos alunos não revelou quaisquer dificuldades em fazê-lo. 
4.2. Implicações para o ensino e a aprendizagem 
Deste estudo resultam várias implicações para o ensino e a aprendizagem da Álgebra 
centrado nos erros e dificuldades sentidas pelos alunos na resolução de sistemas de duas 
equações do 1º grau com duas incógnitas e nas estratégias usadas pelos alunos na sua 
resolução. 
A análise das estratégias utilizadas pelos alunos na resolução de tarefas que envolvam 
sistemas de equações e dos erros/dificuldades parece ser um caminho para tentar perceber as 
suas origens de modo a evitarem-se o surgimento destas dificuldades. 
Acredita-se que se os professores tiverem conhecimento dos vários tipos de erros que 
surgem na simplificação de expressões numéricas, na resolução de equações e de sistemas de 
duas equações ficam melhor habilitados para prevenir esses mesmos erros ou para ajudar os 
alunos a ultrapassá-los. Pode ser particularmente importante que a análise dos erros cometidos 
pelos alunos seja realizada no início da aprendizagem para, assim, prevenir a sua consolidação, 
bem como o enraizamento de raciocínios incorretos por parte dos alunos. Deste modo, aquando 
da ocorrência dos erros dados pelos alunos, estes devem ser discutidos no grupo-turma, num 
ambiente positivo e sem inibições de modo a promover o pensamento e a reflexão dos alunos 
acerca dos mesmos. 
Por outro lado, a exploração dos erros cometidos pelos alunos pode ser útil para os 
professores na medida em que lhes permite obter um melhor conhecimento do pensamento dos 
alunos e, consequentemente, orientar o ensino em conformidade. 
A utilização do programa GeoGebra pode tornar-se bastante útil no ensino e na 
aprendizagem da Álgebra, uma vez que para além de constituir uma estratégia gráfica na 
resolução de sistemas, permite clarificar os diferentes tipos de sistemas de duas equações 
através das suas potencialidades gráficas e, ainda, promover o desenvolvimento do sentido 
crítico dos alunos ao permitir confirmar e confrontar os resultados obtidos. 
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4.3. Recomendações e limitações 
De entre os métodos de resolução analítica de sistemas de duas equações, neste estudo, 
apenas foi abordado o método de substituição, surgindo, deste modo, a questão: ‒ Por que não 
foram abordados outros métodos de resolução? A resposta a esta questão constitui uma 
limitação deste estudo, visto que o tempo disponível para a implementação do projeto não 
permitiu que fossem explorados outros métodos de resolução de sistemas, nomeadamente o 
método de adição ordenada. Por outro lado e visto que a manipulação algébrica deve ser bem 
trabalhada e consolidada, o facto de terem sido lecionadas apenas seis aulas não permitiu uma 
prática suficiente na resolução de sistemas para que a maioria dos erros/dificuldades fossem 
ultrapassadas. 
Deste modo, como recomendações, sugiro, para futuros estudos, a aprendizagem da 
resolução de sistemas abrangendo tanto o método da substituição como o método da adição 
ordenada por serem os métodos que figuram com maior frequência nos livros didáticos. Uma 
outra possível abordagem num futuro poderia ser averiguar as perceções dos alunos acerca das 
metodologias adotadas, nomeadamente saber quais as dificuldades sentidas pelos alunos na 
aprendizagem do tópico em questão e, consequentemente, saber se os alunos acharam que o 
trabalho de grupo, as discussões no grupo-turma e o recurso ao GeoGebra contribuíram ou não 
e de que forma para ultrapassar ou pelo menos minimizar essas dificuldades. 
Embora não tenha sido trabalhado tudo o que se pode estudar sobre o tópico sistemas de 
duas equações do 1º grau com duas incógnitas, penso que se pode dizer que, de certa forma, 
houve aprendizagem. Pelo menos os conceitos envolvidos nas atividades da sequência foram 
apreendidos pelos alunos, uma vez que grande parte dos alunos, no início da intervenção não 
possuía qualquer noção do conceito de sistemas e terminaram resolvendo, sem ajuda, as tarefas 
propostas. 
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ANEXO I 
Pedido de autorização ao Diretor da Escola 
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Exmo. Senhor Diretor 
da Escola______________ 
 
Nós, alunos do Mestrado em Ensino de Matemática no 3º Ciclo do Ensino Básico e no 
Ensino Secundário, da Universidade do Minho, e professores estagiários de Matemática da 
Escola, encontramo-nos na fase de implementação dos projetos de intervenção pedagógica 
supervisionada, intitulados: 
 Utilização de materiais manipuláveis e tecnologia no ensino e aprendizagem da 
fatorização de polinómios e resolução de equações do 2º grau no 8º ano (Marta da Silva 
Teixeira); 
 Exploração do significado das expressões como forma de promover a aprendizagem de 
equações literais e polinómios no 8º ano, (Pedro Marcelo Pereira dos Santos Silva); 
 Erros e dificuldades no processo de ensinar e aprender a resolver sistemas de duas 
equações do 1º grau no 8º ano, (Sónia Andreia Oliveira da Silva). 
Ora, para a implementação do projeto de intervenção pedagógica supervisionada, é 
necessário proceder à recolha de dados que, em parte, consiste em gravações audiovisuais de 
algumas aulas da disciplina de Matemática do 8º ano, na turma D. Para tal, vimos solicitar a 
autorização de V. Ex.ª para gravarmos em vídeo e áudio essas aulas. Pela nossa parte, 
comprometemo-nos a usar os dados apenas para fins académicos e a garantir o anonimato da 
identidade dos alunos. 
Caso V. Ex.ª. autorize a gravação das aulas, comprometemo-nos ainda a solicitar aos 
encarregados de educação a devida autorização para a recolha de registos audiovisuais durante 
a intervenção de ensino, assumindo igualmente o compromisso em garantir o anonimato da 
identidade dos alunos. 
Certos da melhor atenção que o pedido merecerá da parte de V. Ex.ª, subscrevemo-nos 
com os melhores cumprimentos. 
 
Barcelos, 31 de janeiro de 2012 
 
Os professores estagiários 
 
_________________________________ 
(Marta da Silva Teixeira) 
 
_________________________________ 
(Pedro Marcelo Pereira dos Santos Silva) 
 
_________________________________ 
(Sónia Andreia Oliveira da Silva) 
Autorização 
 
____ de ___________ de 2012 
 
O Diretor 
 
_______________________________ 
(Jorge Manuel Fernandes Vaz Saleiro) 
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ANEXO II 
Pedido de autorização aos Encarregados de Educação 
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Exmo.(a) Senhor(a)  
Encarregado(a) de Educação do(a) aluno(a)  
________________________________  
nº ____ da turma ____ do 8º ano. 
 
Nós, alunos do Mestrado em Ensino de Matemática no 3º Ciclo do Ensino Básico e no 
Ensino Secundário, da Universidade do Minho, e professores estagiários de Matemática da 
Escola, encontramo-nos na fase de implementação dos projetos de intervenção pedagógica 
supervisionada, intitulados: 
 Utilização de materiais manipuláveis e tecnologia no ensino e aprendizagem da 
fatorização de polinómios e resolução de equações do 2º grau no 8º ano (Marta da Silva 
Teixeira); 
 Exploração do significado das expressões como forma de promover a aprendizagem de 
equações literais e polinómios no 8º ano, (Pedro Marcelo Pereira dos Santos Silva); 
 Erros e dificuldades no processo de ensinar e aprender a resolver sistemas de duas 
equações do 1º grau no 8º ano, (Sónia Andreia Oliveira da Silva). 
Ora, para a implementação do projeto de intervenção pedagógica supervisionada, é 
necessário proceder à recolha de dados que, em parte, consiste em gravações audiovisuais de 
algumas aulas da disciplina de Matemática do 8º ano, na turma D. Para tal, e uma vez obtida a 
autorização do Diretor da escola, vimos solicitar também a autorização de V. Ex.ª. 
Pela nossa parte, comprometemo-nos a usar os dados apenas para fins académicos e a 
garantir o anonimato da identidade dos alunos. 
Agradecendo desde já a atenção de V. Ex.ª, subscrevemo-nos com os melhores 
cumprimentos. 
Escola_____________, 31 de janeiro de 2012 
 
Os professores estagiários 
 
_________________________________ 
(Marta da Silva Teixeira) 
 
_________________________________ 
(Pedro Marcelo Pereira dos Santos Silva) 
 
_________________________________ 
(Sónia Andreia Oliveira da Silva) 
Autorização 
 
____ de ___________ de 2012 
 
Assinatura do(a) encarregado(a) de educação 
 
_______________________________ 
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ANEXO III 
Ficha de avaliação por partes 
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MATEMÁTICA 8º ANO DE ESCOLARIDADE  
Ficha de avaliação por partes de 24 de abril de 2012                Ano letivo 2011/2012 
 
 
 
 
1. Considera a situação que se segue, onde se apresenta o peso da fruta que se encontra em 
cada balança. 
 
 
 
 
 
Determina o peso de cada morango e o peso de cada pera. 
 
2. O Diogo foi à florista comprar um ramo de rosas e tulipas para oferecer à mãe. Na tabela 
estão indicados os preços destas duas variedades de flores. 
Flores Preço por unidade 
Rosas 4 € 
Tulipas 2 € 
 
O Diogo quer comprar um ramo com 12 flores. Para isso o irmão deu-lhe 25 €. Quando 
chegou à florista apercebeu-se que os 25 € não eram suficientes para comprar um ramo com 
12 flores. 
Percorrendo as etapas que se seguem, averigua se o Diogo tinha ou não razão. 
Etapa 1 – Traduz o problema por meio de um sistema. 
 
Etapa 2 – Recorrendo ao GeoGebra indica a solução do sistema. 
 
Etapa 3 – Pronuncia-te sobre a solução do problema. 
 
Nº___ Nome: __________________________________________________________ 
Nota objetivo: ___ Nota esperada: ___ Nota do teste: ______ E. Educação:_____________ 
90 
3. Na figura que se segue estão representadas graficamente três funções afim. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Qual dos seguintes sistemas corresponde a um sistema possível indeterminado? 
(A) 








2
2
1
2
1
xy
xy
 (B)







xy
xy
2
1
72
 (C)







72
2
2
1
xy
xy
 
(D) 







42
2
2
1
xy
xy
 
 
4. Indica um valor para k e um valor para b de modo que o sistema 







bk xy
xy
3
1
2
  seja 
impossível. 
Explica como procedeste. 
 
5. Recorrendo exclusivamente a processos analíticos, resolve e classifica o seguinte sistema: 
 









42
23
2
2
yx
yx
 
 
 
 
 
Bom trabalho! 
Questão 1 2 3 4 5 
Cotação 20% 25% 10% 20% 25% 
